第 四 版 序言 


在 本 书 第 一 版 写 完 以 来 的 三 十 五 年 间 ， 近 世代 数 已 成 为 世界 
上 大 学 的 标准 课程 ， 并 且 已 有 许多 用 于 这 门 课程 的 著作 ， 尽 管 如 
此 ， 回 顾 一 下 我 们 的 基本 指导 思想 一 一 也 是 现在 这 本 书 的 基本 指 
导 思想 一 一 看 来 是 可 取 的 . 

“我 们 始终 力求 表达 各 种 常用 的 定义 的 构思 背景 ， 为 此 , 我 们 
尽 可 能 用 较 多 的 熟悉 的 例子 说 明 每 个 新 术语 ， 这 在 基础 教科 书 里 
特别 重要 ， 因 为 它 可 以 说 明 一 切 抽 象 概念 都 来 源 于 对 具体 情况 的 
分 析 . 

“为 了 提高 学 生 按照 新 概念 独立 思考 的 能 力 , 每 个 课题 里 我 们 
都 编 入 广泛 多 样 的 习题 ， 这 些 习 题 中 , 一 些 用 来 计算 , 一 些 用 来 进 
一 步 寻找 新 概念 的 例子 ， 另 一 些 给 出 附加 的 理论 推导 ， 后 一 种 类 
型 的 习题 对 于 学 生 熟 悉 正 式 证 明 的 结构 有 重要 的 作用 ， 习 题 的 先 
择 足够 使 讲授 者 改编 课本 ， 以 适应 在 校 大 学 生 和 研究 生 一 年 级 学 
生 不 同 程度 的 需要 . 

“近世 代数 也 能 够 重新 解释 古典 代数 的 结果 , 使 它们 具有 更 大 
的 统一 性 和 一 般 性 ， 因 此 , 我 们 并 不 省 略 这 些 结果 , 而 努力 把 它们 
系统 地 编 入 近世 代数 的 范围 内 . 

“我 们 还 力求 不 忽略 如 下 事实 : 对 于 许多 学 生来 说 , 代数 学 的 
意义 在 于 它 在 其 他 领域 的 应 用 ， 这 些 领 域 如 高 等 分 析 , 几何 学 , 物 
理学 和 哲学 等 等 ， 这 使 我 们 强调 实数 域 和 复数 域 、 同 抽象 群 相对 
照 的 变换 群 、 对 称 和 矩阵 及 其 对 角 化 , 正 交 群 下 和 欧 几 里 得 群 下 的 二 
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次 型 分 类 , 并 使 我 们 最 后 加 上 布尔 代数 , 格 论 和 超 限 数 的 内 容 ， 所 
有 这 些 内 容 在 数理 逻辑 和 实 国 数 近代 理论 中 都 很 重要 .” 

详细 地 说 ， 我 们 的 第 一 ,二 ,三 章 介 绍 交 换 环 中 线性 方程 和 多 
项 式 方程 理论 , 在 强调 普通 的 整数 环 、 有 理 数 域 的 同时 ， 还 强调 了 
模 ww 整数 荆 和 相伴 多 项 式 环 ， 第 四 、 五 章 叙 述 实数 域 和 复数 域 的 
基本 代数 性 质 , 这 对 于 儿 何 学 和 物理 学 具有 头等 重要 性 , 

第 六 章 通 过 和 群 这 个 最 简单 最 基本 的 概念 ， 引 进 非 交换 代数 . 
在 第 七 至 十 章 里 ， 和 群 的 概念 系统 地 用 到 矢量 空间 和 系 阵 上 ， 这 里 
注意 , 代数 学 在 欧 几 里 得 几何 , 仿 射 几何 和 射影 几何 中 一 直 起 着 最 
显 和 车 最 基础 的 作用 . 还 讨论 了 对 偶 空 间 和 张 量 积 ， 但 不 考虑 推广 
到 环 上 加 法 群 . 

第 十 一 章 包 含 布尔 代数 和 格 论 十 分 简单 的 介绍 ， 后 面 第 十 二 
价 ， 有 关于 超 限 数 的 简短 讨论 ， 最 后 的 三 章 介 绍 了 一 般 交 换代 数 
和 算术 : 理想 和 商 环 , 域 的 扩张 .代数 数 及 其 因子 分 解 以 及 伽 罗 瓦 
理论 . 

许多 对 是 相互 独立 的 .例如 ， 群 论 一 童 可 以 紧 接 第 一 章 之 后 
介绍 ， 而 关于 理想 和 域 的 内 容 (§ 13.1 和 8$14.1) 可 以 直接 在 矢量 
空间 后 来 研究 ， 

这 种 独立 性 是 为 了 使 这 本 书 既 适用 于 只 具备 中 学 代数 知识 的 
学 生 的 全 年 教程 ， 又 适用 于 各 式 各 样 的 短期 教程 ， 例 如 包括 线性 
代数 的 一 学 期 或 一 学 季 的 课程 , 可 以 以 第 六 至 十 章 为 基础 , 实数 域 
和 复数 域 是 婴 强 调 的 . 关于 抽象 代数 的 一 学 期 课程 ， 可 以 安排 第 
一 二、 三 .1 七、 八 ,十 一 ,十 三 ,十 四 章 , 还 可 以 做 其 他 安排 . 

我 们 铝 户 本 书 不 仅 继续 作为 课本 ， 而 且 为 那些 想 要 把 近 志 代 
数 的 基本 概念 用 于 数学 的 其 他 领域 (包括 统计 学 和 计算 )， 用 于 物 
埋 学 ,化 学 和 工程 技术 的 读者 作为 方便 的 参考 书 . 
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第 一 章 整 数 


§ 1.1. 交换 环 ， 整 环 

近世 代数 第 一 次 揭示 了 数学 系统 的 多 变性 和 丰富 性 ， 我 们 将 
构造 并 研究 许多 这 样 的 系统 ， 但 是 它们 中 最 基本 的 是 最 古老 的 数 
学 系统 一 一 由 所 有 正 整 数 ( 全 体 ) 组 成 的 系统 ， 与 其 有 关 的 ， 稍 大 
一 点 的 系统 是 由 所 有 整数 0, 土 1; 土 2, 土 3,… 组 成 的 集合 Z. 因为 它 
与 近世 代数 中 的 其 他 系统 极为 相似 , 所 以 我 们 的 讨论 就 从 它 开 始 . 

整数 具有 许多 有 趣 的 代数 性 质 ， 在 这 一 章 里 ， 我 们 将 假定 一 
些 象 公 设 那 样 特 别 明显 的 人 性质， 并 通过 逻辑 推理 由 它们 导出 许多 
别 的 性 质 . : 

我 们 首先 假定 加 法 和 乘法 的 八 个 公设 ， 这 些 公设 不 仅 对 于 整 
数 成 立 , 而 且 对 于 许多 其 他 数 系 都 成 立 , 例如 所 有 有 理 数 (分 数 )、 
所 有 实数 (无 限 小 数 ) 和 所 有 复数 .这些 公 设 对 于 多 项 式 和 任意 已 
知 区 间 上 的 连续 实 函 数 也 成 立 ， 对 于 系统 及， 当 这 八 个 公设 成 立 
时 , 我 们 称 五 为 交换 环 . | 

定义 设 尽 是 由 元 素 G, b,c,*…!' 组 成 的 集合 ， 在 情 上 定义 了 竹 
意 两 个 元 素 9G 与 6( 不 同 或 相同 ) 的 和 9 十 5 及 扣 a8b， 如 果 下 列 公 
设 (i)~(viii) 成 立 , 那么 思 称 为 交换 环 : 

(i) ”封闭 性 ， 若 站 与 5 在 及 中 , 则 和 Gg 十 b 及 积 ab 在 忆 中 ， 

(ii) 唯一 性 ， 若 及 中 a 二 a 且 5 二 0 , 则 

a+b=a +b 以 及 ab=ab,., 
(iii) 交换 律 ， 对 畏 中 一 切 @ 与 5b， 
at+b=6b+i+g, ab = ba. 
se 1。 


(iv) 结合 律 ， 对 刀 中 一 切 0 2 2， 
X 十 (8 十 cj) 王 (十 0) 十 C， 
a (bc) = (ab)e. 
(V) 分配 律 、 对 请 中 一 切 a, 28,6， 
a(b+c)=ab iac. 
(V1) ”过 .如 包含 元 素 0, 使 得 
a 十 0 二 GQ， 对 及 中 一 切 Q 成 立 ， 
(V11) 单位 元 素 ， 忆 包 合 元 素 1 大 0, 使 得 
Ql 二 a， 对 及 中 一 切 4 成立， 
(vill) 加 法 着 元 素 ， 对 下 中 每 个 0 方程 
G4 十 X 二 0 在 玉 中 有 解 和 。. 
所 有 整 数 的 集合 Z 满足 这 些 公设 ,这 是 我 们 熟知 的 . 例如 ,交换 
律 和 结合 律 是 这 么 熟悉 , 以致 在 平常 应 用 时 无 须 明确 提 及 它们 , 就 
把 二 2 十 c 表示 相等 的 数 a 十 (5 十 c) 和 (4-5) 十 c。 (vi 中 指出 的 
0 的 性 质 是 数 零 的 特性 ; 类 似 地 , (vii) 中 指出 的 1 的 性 质 是 数 1 的 
特性 ， 因 为 这 两 个 公设 形式 上 是 类 似 的 ， 所 以 我 们 可 以 说 , 0 和 1 
分 别 是 加 法 和 乘法 的 “单位 元 素 ". (Vi) 中 的 假定 1 二 0 排除 了 平 
凡 的 情形 (否则 , 交换 环 将 是 仅 由 整数 0 所 组 成 的 集合 ). 
所 有 整数 的 系统 忆 具 有 另 一 个 不 能 由 上 述 公设 推出 的 性 质 ， 
即 若 乙 中 c 尖 0 且 cg=cb, 则 必 有 a=b(( 让 中 后 一 部 分 的 北 性 
质 )， 但 是 交换 环 不 一 定 都 具有 这 个 性 质 , 例如 由 已 知 区 间 上 的 全 
体 实 函数 组 成 的 集合 ， 虽 然 它 们 构成 交换 环 ， 但 并 不 满足 上 述 性 
质 ， 因 此 , 全 体 整数 不 仅 构 成 交换 环 , 而 且 构 成 按 下 述 意 义 定义 的 
整 环 . 
定义 满足 下 面 附 加 公设 的 交换 环 是 整 还 : 
(1X) 消去 律 。 若 C 关 0, 且 ca 二 cb, 则 w 一 4. 
整 环 [M2 ]. 由 所 有 形 为 4a+bV 2 的 数组 成 的 整 环 是 数论 


所 感 兴趣 的 ， 这 里 a 和 刀 是 普通 整数 (在 忆 中 )， 在 Z [V31 中 ， 

4 十 bj/ 2 =c+dwv 2 当 且 仅 当 a=c，5=d.， 加 法 和 乘法 分 别 定 

义 为 
(atbv 2 ) 十 (ec 二 eV 2)= (a+e)+ (+A 2, 

(aFp 2)(ctav 2)=(ac 二 28d) + (ad +be)v 2. 

对 于 这 些 运算 ， 了 唯一 性 和 交换 律 是 容易 验证 的 ， 而 0+0w 2 
相当 于 零 , 并 且 1 十 0M 2 相当 于 单位 元 素 .4 十 5W 2 的 加 法 逆 元 
素 是 (一 o) 十 (一 b)vV 2. 结合 律 和 分 配 律 的 验证 稍 长 一 些 ， 消 去 
律 的 验证 将 放 到 $ 1.2 末尾 ， 


8$1.2 交换 环 的 基本 性 质 
在 初等 代数 中 ， 人 们 常常 认为 上 述 公 设 及 其 基本 推论 是 允许 . 
的 ， 倘 车 对 照 特殊 的 例子 检验 代数 运算 时 ， 一 般 不 会 发 生 大 的 错 
误 ， 然 而 ， 当 我 们 想 要 得 到 对 于 整个 代数 系统 都 正确 的 结论 ( 例 
如 ,一 般 地 ， 对 一 切 整 环 都 成 立 ) 时 ， 必 须 多 加 小 心 ， 我 们 必须 确 
信 , 所 有 证 明 只 用 到 明显 列 出 的 公设 和 一 般 逻 辑 法 则 , 其 中 最 基本 
的 逻辑 法 则 是 相等 关系 的 三 个 基本 定律 : 
自 反 律 如 一 0， 
对 称 律 ”者 C=D, 则 28=%. 
传递 律 ”在 &=8 且 2=c, 则 ac=e， 
对 一 切 ,和 *e 都 成 立 . 
现在 我 们 列 出 几 个 在 任意 交换 环 玉 中 都 成 立 的 法 则 ， 并 给 出 
它们 正式 的 证 明 . 
法 则 1 对 有 中 一 切 a, 2, c, 有 
(a+b)e=ac+toe. 
这 法 则 可 称 为 右 分 配 律 ， 与 公设 (v) 对 比 ， 公 设 (v) 是 左 分 
配 律 . 


证 明 对 及 中 一 切 a,5,c, 有 
” (a+b)c=c(at+5b) (乘法 交换 律 ) 
°c(at+b)=cateb (分 配 律 ) 
(at+b)c=cat+cb (1 ,2" ,传递 律 ) 
ca=ac, cb=be (乘法 交换 律 ) 
” cat+cb=actibe (4 ， 加 法 唯一 性 ) 
” (a+b)c=actbce (3",5°, 传递 律 ) 
法 则 2 对 忍 中 一 切 a, 0 二 =a, B14=a. 
证 明 对 中 一 切 a, 有 
1” 0+a=4+0 《加 法 交换 律 ) 


DD Op 
0 O 


2” Qa+0=a ( 零 的 性 质 ) 
3” 0+a=a (1 ，2 ,传递 律 ) 
1a=% 的 证 明 类 似 . 

法 则 3 如 采 玉 中 的 4 具有 性 质 “对 如 中 一 切 @ ca 十 2 一 4 ， 
那么 z= 二 0. 

这 个 法 则 表明 , ER 仅 包含 一 个 0 元 素 , 它 可 以 起 加 法 单位 元 素 
的 作用 . / 

证 明 因为 a+s==4 对 一 切 & 都 成 立 ， 所 以 当 4 为 0 时 等 式 
也 成 立 . 


1 0 二 2 一 0 

2 0=0+2 (1 ,对称 律 ) 

3 0 二 2 一 5 (法 则 2, 当 wa 为 2) 
4 


” 0=z (2”,3", 传 雍 律 ) 
在 以 后 的 这 类 证 明 中 , 相等 的 对 称 律 和 传递 律 的 反复 运用 , 我 
们 都 不 必 写 出 . z 


法 则 4 对 及 中 一 切 Wu, b, C 成 立 : 
由 ga 十 5 二 a 十 c， 可 推出 5=6。 


这 个 法 则 称 为 加 法 消去 律 . 
证 明 根据 公设 (viij), 对 元 素 a， 存 在 元 素 x, 使 a 十 x=0. 


因此 
1°” z+a=a+i+z=0 (加 法 交换 律 , 传递 律 ) 
2° w=7x,a+b=ate ( 目 及 律 , 假设 ) 


3” 2 十 (4 十 四 =z+ (a+e) (2 ， 加 法 唯一 性 ) 
4 b=0+6= (z+a)+b 
二 x 二 (a 二 +8)=x++ (g++ ce) 
一 (和 十 a) 十 C 一 0 十 c 一 5C 
《和 上 4 中 每 步 的 理由 ! ) 
法 则 5 对 每 个 几 忆 包含 方程 wz=0 的 唯一 解 x. 
这 个 解 通常 用 z= 一 a 表示， 因此 这 法 则 可 被 引述 为 a+ 
(一 a) =0， 通常 ,符号 a 一 b 表示 a 十 (一 b). 
证 明 根据 公设 (viii), 存在 解 z. 如 果 9 是 第 二 个 解 , 那么 根 
据 传递 律 和 对 称 律 , 4 十 z= 二 0==a 十 y. 因此 由 法 则 4, z=y. 证 毕 
法 则 6 对 有 中 给 定 的 a 和 5, 在 中 存在 唯一 的 x, 使 a 二 zx 
=6. 
这 个 法 则 表明 , 减法 是 可 能 的 而 且 差 是 唯一 的 . 
证明 取 >z= (一 9) 十 56， 则 (给 出 理由 !) 
gat+x=a++[L(—a)+6j=[La+(—a)l+b=0+4b=b. 
如 果 gy 是 第 二 个 解 , 那么 根据 传递 律 4 十 z=5=a+y, 因此 由 法 则 


4, X=Y. 证 毕 
法 则 7 了 对 有 RR 中 一 切 4a,a:0=0=0.0. : 
证 明 

1° a=a,a+0=a ( 目 肥 律 , 公设 (Vi)) 

2” al(a+0)=aa (1 ,乘法 唯一 性 ) 


3 ” ag 二 a*0= 二 g(a 二 0) 二 an (分 配 律 等 ) 
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4° 4a:0=0 (3°, 法 则 涌 
5° 0.g=a.0=0 ( 潍 法 交换 律 , 4°) 

法 则 8 “如果 五 中 的 凿 具有 性 质 “ 对 玉 中 一 切 ea au=a", 那 
ZZ, U= 1. . 

这 个 法 则 表明 乘法 单位 元 素 1 的 唯一 性 . 证 明 类 似 于 法 则 3， 
留 作 习题 . 


法 则 3 对 刀 中 一 切 4 和 2 (一 q) (一 站) 一 27. 

这 个 法 则 的 特殊 情形 是 “ 辫 " 律 (一 1) (一 1)=1. 

证 明 考察 三 重 和 (结合 律 !) 

1” [ep 十 a( 一 Dj] 十 (一 0 (~—80)=ab+ [La(—0)+T+ (~o) (~0)]j, 

由 分 配 律 , 一 a 的 定义 , 法 则 7 和 公设 (VD 得 : 
2° ab+t[a(—0) 7 (—a)(—0) =ab+lat+(~a)j(—0) 

=ab 二 0(—060)=ab. 
同 理 , 有 
3 ”Le 十 Q( 一 2) 十 (一 二 (一 人 二 CO 二 一) 十 (一 二 (一 六) 
一 0.0 十 (一 (一 好 一 (一 0 人 (一 D)， 
因此 , 根据 相等 的 传递 律 和 对 称 律 , 从 1 ,2 和 3 得 出 结论 . 

其 他 各 种 简单 而 熟悉 的 法 则 , 都 是 我 们 公设 的 推论 , 其 中 一 些 
在 下 面 习 题 中 叙述 . 

另 一 个 基本 的 代数 定律 是 用 在 解 二 次 方程 比如， 由 
(x 二 2) (x 一 3)==0 推 出 或 者 x 十 2=0 或 者 x 一 3=0, 就 用 到 这 个 
定律 , 它 的 一 般 形 式 就 是 断 语 : 

莅 gb 二 0, 则 或 老 a==0 或 者 5=0. (1) 
这 个 断 语 不 是 对 一 切 交 换 环 名 成 并 的 但 是 在 任意 整 环 D 中 ， 根 
据 消 去 律 ， 这 个 断 语 是 正确 的 ， 因 为 假设 第 一 个 因子 不 为 零 ， 则 
ab 二 0==a0， 并 且 a 可 以 消去 ， 因 此 2=0. 反之 ， 在 任意 交换 环 忌 
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中 , 从 断 语 ( 1 ) 可 得 到 家 去 律 ， 因 为 如 果 a 到 0,ab=ac, 则 有 ab 一 
ac 一 a(b 一 c) 二 0, 由 (1) 得 5 一 c= 二 0. 因此, 我们 有 

定理 1 在 交换 环 中 ,乘法 消去 律 等 价 于 “ 非 需 因 子 之 积 不 为 
震 ? 这 个 命题 . 

使 习 积 ap= 0 的 非 零 元 素 4 和 2 有 时 称 为 “ 雪 因 子 ， 因 此, 交 
换 坏 及 中 的 消去 律 等 价 于 “RR 不 包含 零 因 子 ”. 

定理 1 可 以 用 来 证 明 8$ 1.1 末尾 定义 的 整 环 Z[vV 2] 的 消去 
律 , 如 下 所 述 ， 假 定 Z[M 2 包含 零 因子 , 使 

(gt+bv 2)(ct+dv 2)=(act2bd) + (ad+be)v 2 =0. 
由 定义 可 推出 ac 十 264 二 0,ad 十 6c==0. 用 4d 乘 第 一 个 等 式 , 用 6 乘 
第 二 个 等 式 , 而 后 相 减 , 得 到 5(2d? 一 c?) 一 0, 所 以 或 者 5=0, 或 者 
c?==242. 如 果 5==0, 则 上 述 两 个 方程 给 出 ac=adg= 0, 因此 , 根据 定 
理 1, 不 是 a==0 就 是 c 一 4 二 0, 但 是 第 一 种 情形 we=0 意味 着 a 十 
5v 2 =0( 因 为 5=0); 第 二 种 情形 意味 着 c+dw 2 =0, 所 以 这 两 
种 情形 中 , 都 没有 和 零 因子 . : 

C 


现在 余下 所 = 292 的 情形 , 这 意味 着 V 2 = 训 是 有 理 数 ， 这 是 


不 可 能 的 ， 在 $3.7 定理 10 中 将 给 出 它 的 证 明 . 

如 果 承 认 w 2 是 实数 , 而 且 承 认 所 有 实数 的 集合 构成 整 环 , 那 
么 借助 于 下 面子 整 环 的 概念 可 以 非常 容易 地 证 明 Z[V 2] 是 
整 环 . 

定义 ” 整 环 中 的 子 整 环 是 六 的 子 集 , 它 对 于 同一 种 加 法 和 乘 
法 运算 也 是 整 环 . 
z 显然 ， 子 集 5 是 子 整 环 的 充分 必要 条 件 是 ; S 包 含 0 和 1; 8S 

包含 其 中 任意 元 素 4 的 加 法 北 元 素 ; 包含 其 中 任意 两 个 元 素 a 

与 5 的 和 a 十 5 及 积 ab. 


习 通 
对 1~5 中 的 每 个 习题 给 出 完整 的 证 明 . 在 证 每 一 步 时 可 用 公设 , 前 一 步 
的 结果 , 正文 中 已 建立 的 法 则 , 或 者 已 经 作 过 的 练习 。 

1. 证明 下 列 法 则 在 任意 整 环 中 都 成 立 : 

(a) (4 十 D) (cta) 一 (GCT 十 po) 十 (ac 十 50)， 

(b) a+-T6+ c+a)]l= (6 十 人 十 (ce 十 人 =[( 十 人 十 十 0 

(C) a+i+ (b+e) = (c+a) 十 六 ， 

(d) a(be) = ce (ab), 

(e) a[lb+ (ei+d) 1=(ab+ac)t+ad, 

({) a(b+e)ad= (ab)adtalecd). 
2。 (a) 证 明 法 则 8, 

(b) 证 了 明 1.1=1. - 

(c) 证 明 整 环 中 仅 有 的 等 等 元 素 ( 即 满足 xz=2z 的 元 又 Z 是 0 和 1 
3， 证明 下 列 法 则 对 任意 整 环 中 的 一 4 都 成 立 : 


(a) —(—0)=0, 

(b) —0=0, | 
(C) ~— (a+0) = (+(-), 
(d) —a=(—1)0, 


(e) (—@b=a(—0b)= ~ (9d). 
4。 由 习题 3(d) 和 和 圣 殊 情形 (一 1) (一 了 ==1 证 明 法 则 9. 
5。 证 明 在 任意 整 环 中 下 列 法 则 对 于 运算 4 一 =4 十 (一 站 都 成 耻 : 
(4a) (a—0) 二 (ce—d) = (9+c) — (b+d), 
(b) (a—0b)— (ce—d)= (a+a) 一 (b+o), 
(Cj (6 一 DC 一 人 一 (ac 十 DO0) — (ad tbe), 
(d) ac 一 5=c 一 9 当 且 仅 当 a 二 4=6 十 6， 
(e) (ga—b)c=ac— bec. 
6， 下列 实 数 的 集合 是 整 环 吗 ?y 为 什么 ? 
(a) 所 有 偶数 . 
(b) 所 有 奇数 ， 
(c) 所 有 正 整 数 . 
(d) 所 有 实数 a 十 6 5 ,这 里 4 和 5 为 整数 , 
© 8 。 


(e) 所 有 实数 a 十 bY 9 ,这 里 < 和 2 为 整数 ， 
(f) 所 有 分 母 为 2 的 圳 或 1 的 有 理 数 . 
7，(a) 证 明 : 仅 由 0 和 1 组 成 的 系统 在 通常 的 加 法 和 乘法 (1T1=0 
(而 不 是 2 ) 除 外 ) 运 算 之 下 是 一 个 整 环 . 
(b) 证 明 : 在 仅 由 0 组 成 的 系统 中 定义 0 十 0=0.0=0, 则 除了 (vii) 
中 的 条 件 0 大 1 外 , 它 满足 整 环 的 所 有 公设 
8，(a) 证 明 : 如 果 代 数 系统 S 满 足 整 环 的 一 切 公 设 ，(vij) 中 的 条 件 
0 二 1 可 能 除外 , 那么 , & 或 者 是 整 环 , 或 者 是 仅 由 0 组 成 的 系统 (如 习题 7 (b) 
中 所 描述 的 ). 
(b) 在 法 则 1~9 的 证 明 中 用 到 条 件 0 大 1 吗 ? 
9、 假 定 按 通 常 定 义 任 意 两 个 整数 的 和 , 而 任意 两 个 整数 的 积 定义 为 零 . 
在 这 两 种 运算 之 下 , 整 环 的 公设 中 哪 一 些 还 仍然 满足 ? 
10， 找 出 两 个 函数 f 漂 0 和 g 帮 0 满足 1 三 0. 


$1.3 有 序 整 环 的 性 质 


因为 所 有 普通 整数 的 环 纪 在 数学 中 起 着 独特 的 作用 ， 因 此 我 
们 将 研究 它 的 特殊 性 质 , 乘法 交换 律 和 消去 律 仅仅 是 其 中 两 个 , 许 
多 其 他 性 质 都 来 源 于 整数 有 可 能 被 排 成 通常 的 次 序 

‘C4, 一 3, 一 2, 一 1, 0, 1 2, 3, 4, … 

这 个 次 序 常 用 关系 4 一 5b 来 表达 ， 这 里 断 语 “a 一 0” (ac 小 于 5) 
意味 者 ， 在 上 面 所 排 的 次 序 中 ， 整 数 a 位 于 整数 5 的 左边 ， 关 系 
a 二 5b 成立 当 且 仅 当 差 5 一 a 为 正 整 数 , 从 而 关系 4 二 5 的 每 个 性 质 可 
由 正 整 数 集合 的 性 质 导 出 、 因 此 我 们 假设 正 整 数 1, 2,3,… 和 集合 
的 下 列 三 个 性 质 作为 公设 . 

加 法 律 ”两 个 正 整 数 的 和 是 正 整 数 . 

乘法 律 ”两 个 正 整 数 的 积 古 正 整 数 . 

三 分 律 ” 对 于 已 知 整 数 a, 下 面 三 种 情况 中 有 一 个 且 仅 有 一 
个 成 立 : 或 者 4 为 正 整数 , 或 者 4 二 0, 或 者 一 a 为 正 整 数 . | 
顺便 说 一 下 , 在 这 些 性 质 以 及 它们 的 推论 中 , 把 “ 正 整数 ? 换 成 
s $$ 
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“ 正 有 理 数 " 或 “ 正 实数 ”仍然 成 立 ， 为 方便 起 见 ， 把 包含 具有 这 些 
性 质 的 正 元 素 的 整 环 称 为 有 序 整 环 . 
定义 和 条 可 全 全 中 存在 灯 沁 可 符 为 下 元 表 的 下 表 ， 它们 
足 类 似 于 上 面 对 整 数 指出 的 加 法 ,乘法 和 三 分 律 三 个 公设 ,那么 
D 为 有 序 整 环 . 
定理 必 ”在 任意 有 了 序 整 环 中 ,一 切 非 震 元 素 的 平方 都 是 正 的 . 
证 明 设 w: 已 知 , a 寺 0. 根 据 三 分 律 , 或 者 a 是 正 的 ,或 者 一 a 
是 正 的 ， 在 第 一 种 情形 中 , 由 正 元 素 的 乘法 律 知 , a? 是正 的 ; 在 第 
二 种 情形 中 , 一 是正 的 ， 因 此 根据 § 1.2 的 法 则 9, 4?= (一 @) 全 0. 
证 毕 
由 此 推出 1=1 总 是 正 的 ， 
定义 在 有 序 整 环 中 ,QG<0( 读 作 *“a 小 于 56”) 和 56>>al(“b 大 于 
a ) 这 两 个 等 价 的 说 法 都 意味 着 b 一 a 是 正 的 ， 还 有 ,40<&b 的 意思 
是 二 0 或 者 4 二 0b. 
根据 这 个 定义 , 正 元 素 a 现在 可 以 描述 为 大 于 堆 的 元 素 a. 元 
素 2 一 0 称 为 负 元 素 ， 从 上 面 的 定义 , 我 们 能 推出 关系 “小 于 ”的 几 
个 熟悉 的 性 质 . 
传递 律 看 < 日 0 一 c, 则 <c<c. 
证 明 根据 定义 ， 由 假设 a<b 和 5<c 可 推出 5 一 a 和 c 一 6 
是 正 的 .因此 由 加 法 律 ， 其 和 (5 一 9) 十 (c 一 5) =c 一 a 是 正 的 ， 这 
意味 着 a 二 6. 
正 元 素 的 三 个 基本 公设 对 应 着 不 等 式 的 三 个 相应 的 性 质 
不 等 式 两 边 同 时 加 上 一 元 素 若 4a<5b, 则 wc 过 b+c. 
不 等 式 两 边 同 时 乘 以 一 正 元 素 若 a 二 b 有 HBL 6c 汪 0, 则 ac 二 bce. 
三 分 律 ”对 任意 4 和 6, 三 个 关系 式 4 二 0,4=b 和 a>>b 中 有 
一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 
作为 例子 , 我 们 证 明 第 二 个 性 质 , 即 一 个 不 等 式 两 边 乘 以 正 元 
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素 c， 不 等 式 仍然 成 立 ， 这 结论 要求 我 们 证 明 gc 一 cce= (6 一 a)c 
(参看 $ 1.2 的 习题 5(e)) 是 正 的 ， 而 这 是 乘法 公设 的 百 接 推 论 ， 
因为 根据 假设 , 因子 5 一 a 和 。 都 是 正 的 ， 类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 ， 
不 等 式 两 边 乘 以 负 元 素 时 , 不 等 式 反 向 (参看 下 面 的 习题 1(0)). 
定义 ”在 有 序 整 环 中 , 当 元 素 4 为 0 时, 它 的 绝对 值 |a| 是 0; 
否则 |a| 是 元 素 对 a, 一 G 中 的 正 元 素 ， 
这 个 定义 可 以 改 述 为 
Ia! =a, 当 a=0; |a|= a, 当 a<0. (2) 
适当 地 分 这 两 种 情形 考虑 ， 我 们 可 以 证 明和 的 绝对 值 与 积 的 绝对 
值 的 定律 : 
latb|l<lal+lbl, lab|= 1al|bl. (3) 
和 的 绝对 值 的 定律 也 可 以 这 样 得 到 :根据 定义 , 我 们 有 
-lal<a<l|o|l 且 一 | 中 委 2 入 12|， 
因此 , 不 等 式 相 加 而 得 
—(lal+t+|b|)<atb<|lal+|bl. 
这 开 即 表明 , a 十 5 不论 是 正 的 还 是 负 的 ， 它 的 绝对 值 不 能 超过 
lal 二 161， 


习 。 是 

1 从 有 序 整 环 公 设 推导 下 列 法 则 ; 

(a) 右 G<D, 则 Ce< 十 ce, 反之 亦 真 。 

fb) gs 一 %<4 一 8 当 且 仅 当 xw>>y. 

(c) 若 6<0, 则 axz>a8 当 上 且 仅 当 YY 一 也 

(d) 吉 c>>0 和 ac<pc, 则 a 二 6. 

(e) 者 XZ 十 ZX 十 x 十 X= 二 0, 则 zx=0， 

(人 ff》 车 6 一 5 则 03 一 D3， 

(g) 生产 0, 则 由 a 三 b 可 推出 gc 二 bc. 
2. 证 明 : 方程 x 十 1=0 在 有 序 整 环 中 无 解 . 


3， 尽 你 的 可 能 , 证明 一 些 关 于 关系 e 生 & 的 定律 

4， 证 明 : 在 任意 有 序 整 环 中 , | |c| 一 || | 万 |a~-5|. 

“59.。 证 明 : 在 任意 有 序 整 环 中 , 由 a'=67 可 推出 = 六 

6， 证明 : 在 任意 有 序 整 环 中 , 对 一 切 a, 0, a? 一 qb 十 82 衬 0.， 

+7， 在 整 环 Z[M 3] 中 定义 正 元 素 , 并 证 明 加 法 .乘法 和 三 分 律 三 个 公设 
成 立 ， 

“8. 设 DD 为 整 环 , 在 DD 中 定义 了 关系 6< 交 ， 它 满足 正文 中 指出 的 传递 律 、 
不 等 式 的 加 法 和 乘法 原则 以 及 三 分 律 . 证 明 : 当 适 当地 选择 正 元 素 的 集合 
时 , 局 为 有 序 整 环 ， 

“ 9， 详细 证 明 : 有 序 整 环 的 任 一 子 整 环 为 有 序 整 环 . 

“10， 设 瑟 为 任意 交换 环 , 它 包含 一 个 满足 加 法 、 乘 法 和 三 分 律 三 个 公设 的 
正 元 素 的 子 集 。 证 明 鼠 是 有 序 整 环 ， (提示 : 证 明 乘 法 消去 律 成 立 ， 分 四 种 
情况 讨论 ， 

>0 Hy>0, +>0 fH —y>0, ~7X>0 Hy>0, —7z>0 H.-Y>0.) 


$1.4 和 良 序 原则 


如 果 有 序 整 环 (如 实数 系 那样 ) 的 子 集 8 的 每 个 非 空子 集 都 包 
含 最 小 元 素 ， 那 么 8 称 为 良 序 的 ， 利 用 这 个 概念 我 们 可 以 阐述 束 
数 的 重要 性 质 , 这 性 质 在 特征 上 不 是 代数 的 , 并 且 是 其 他 数 系 所 不 
具备 的 ， 这 就 是 

良 序 原则 ”全体 正 整数 的 集合 是 良 序 的 . 

换 句 话说 , 正 整 数 的 任意 非 空 集合 C 必 包 含 某 最 小 元 素 m, 使 
C 中 的 总 有 各 委 c, 例如 , 最 小 正 偶 数 是 2 . 

为 了 说 明 这 个 原则 的 作用 , 我 们 证 明 

定理 3 0 和 1 之 间 没 有 整数 ， 

看 一 下 全 体 整数 的 自然 次 序 ， 这 马上 就 清楚 了 ， 但 是 我 们 想 
要 指出 , 不 看 这 个 次 序 而 从 我 们 的 假设 出 发 也 可 以 证 明 这 个 事实 


(DD 这 里 和 后 面 较 难 的 习题 都 打上 了 * 号 ， 
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现在 我 们 给 出 这 个 证 明 、 如 果 在 在 适合 0 和 c 一 1 的 任意 整数 ， 
那么 所 有 这 种 整数 的 集合 C 是非 空 的 。 根 据 和 良 序 原则 ， 这 个 集合 
中 有 最 小 整数 m, 并 且 0 二 m 二 1， 当 我 们 用 正 数 n 乘 这 个 不 等 式 
两 边 时 , 得 到 0<m? 二 m. 于 是 m? 是 集合 C 中 的 另 一 整数 , 它 小 于 
已 假定 的 C 中 最 小 元 素 么 .这 个 矛盾 导出 定理 3 成 立 . 

定理 4 如 果 正 整数 的 一 个 集合 尽 包 含 1， 并 且 当 它 包含 多 
时 必 包 含 % 二 1, 那么 集合 总 包含 任意 正 整 数 ， 

证 明 只 须 证明 ， 由 那些 不 含 于 S 的 正 整 数组 成 的 集合 仿 是 
空 的, 假设 5 不 是 空 的 , 它 将 包含 最 小 元 素 mr. 但 根据 假设 mr 寺 1， 
因此 由 定理 3, m1， 所 以 m 一 1 是 正 的 .但 是 1>0, 人 一 1 一 7 
所 这 根据 % 的 选择 , mm 一 1 将 在 5 中， 根据 假设 得 到 (m 一 1) 十 1= 
m 在 S 中 ， 这 个 矛盾 使 定理 成 立 . 


J 题 
1. 证明: 对 任意 整数 % a 一 1 是 小 于 a 的 最 大 整数 . 
2. 下 列 集合 中 哪些 是 良 序 的 : 
(a) 所 有 正 奇 数 ， 
(b) 所 有 负 偶 数 ， 
(c) 所 有 大 于 一 ? 的 整数 ， 
(d) 所 有 大 于 249 的 奇数 . 
3， 证 明 : 良 序 集 的 任意 子 集 是 展 序 的 . 
4。 证 明 : 如 果 整 数 的 集合 包含 一 1000， 并 且 当 它 包 含 % 时 必 包 合 
Zz 十 1, 那么 这 个 集合 包含 所 有 正 整 数 ， 
5. (a) 如 果 对 整数 集合 S 中 的 一 切 z， 有 整数 8， 使 <z， 那 么 仿 称 为 
有 整数 b 作 为 “下 界 ”, 5 本 身 不 一 定 在 S 中 .证明 : 具有 下 界 的 任意 非 空 整 
数 集合 含有 具有 最 小 元 素 . : 
(b) 证 明 : 具有 “上 者 的 任意 非 空 整数 集合 有 共有 最 大 元 素 。- 


® 了 。 


$ 1.5 数学 归纳 法 ， 指 数 定律 : 
现在 我 们 可 以 按 加 法 、 乘 法 及 序 完 整地 列 出 全 体 整 数 集合 的 
基本 性 质 . 今后 我 们 假定 全 体 整 数 构 成 有 序 整 环 Z， 其 中 所 有 正 元 
素 的 集合 是 良 序 的 , 全体 整数 的 集合 的 其 他 每 个 数学 性 质 , 可 以 由 
此 通过 严格 的 逻辑 推导 来 证 明 .， 特别 是 , 我 们 能 导出 非常 重要 的 
数学 归纳 法 原理 ” 设 命 题 P(n) 与 每 个 正 整 数 n 有 关 , 它 或 者 
正确 或 者 错误 ， 如 果 (DP(1D) 是 正确 的 , (1) 对 一 切 和 由 P(E) 推 出 
P( 十 D ,那么 P(o) 对 一 切 正 整数 ”都 是 正确 的 ， 
为 了 从 良 序 导出 这 个 原理 , 只 要 观 仁 使 已 (所 正确 的 那些 正 整 
数 上 的 集合 , 因为 它 满足 定理 4 的 假设 条 件 , 因此 由 定理 4 的 结论 
便 得 到 这 个 原理 . 
现在 用 归纳 的 方法 来 证 明 在 任意 交换 环 中 成 立 的 各 种 定律 . 
我 们 首先 用 它 来 形式 地 建立 任意 % 个 被 加 数 的 一 般 分 配 律 
apDi 十 Do 十 十 D) =abit+absd+ +ab, (4) 
为 明确 起 见 , 我 们 定义 款 加 和 六 十 …… 十 2 如 下 : 
0 十 0 十 05 三 (oO 十 02) 十 0s， 
201 十 02 十 23 十 0 三 LO TO) 十 03 十 D4 
一 般 地 , 可 表 为 好 推 公式 (对 了 于 X 宇 1 
bi 二 +bi+Orri = (Oi 二 二 60) + Dri) (5) 
它 表 上 明 , 如 有 果 对 雍 项 确定 了 插 号 的 位 置 ， 那 未 十 1 项 中 括号 的 位 
置 由 公式 也 可 确定 ， 
归纳 证 明 (4)， 表 先 可 证 明 %= 二 1 时 它 正 确 ， 这 是 显然 的 ， 其 
次 ， 我 们 假定 定律 (4) 对 于 %=% 正确 ， 要 证 明 它 对 于 %=k 十 1 正 
确 .， 根据 定义 (5) 和 分 配 律 (v)， / 
a 二 Ot Oi) =aL Ot) -Or 
一 QDII 十 … 十 Do) 十 CD 1， 
es 4 ， 


右边 第 一 项 可 以 利用 (4) 对 于 个 被 加 数 正确 的 假设 化 简 , 于 是 上 
式 化 为 z 

abt oT or) = ad Tad) +abir. 
因为 根据 定义 (5), 右边 是 ab 十 … 十 2 十 ap， 所 以 我 们 完成 了 
(4) 的 归纳 证 明 ， 

类 似 的 但 更 为 复杂 的 归纳 论 证 将 得 到 一 般 结 合 律 ， 尼 断 言 : 和 
D1 十 … 十 bs 或 积 51…5bs 不 管 把 括号 括 在 哪里 都 有 相同 的 值 (特殊 
情形 出 现在 下 面 的 习题 )、 应 用 这 个 结果 和 (4)， 我 们 还 可 建立 
双边 一 般 分 配 律 

(Qi 十 十 Gm) (D1 十 十 Dn) 
一 CID 十 … 十 CD 十 十 Qi0OI 十 十 GD 
注意 ， 根 据 一 般 结 合 律 和 一 般 交 换 律 ,8 个 已 知 项 的 和 不 管 项 的 次 
厅 与 分 组 如 何 总 有 相同 的 值 . 
任意 交换 环 刀 中 的 正 整 指数 也 可 以 归纳 处 理 . 如 果 %% 为 正 
整数 , 则 项 wa" 表示 2 个 因子 的 积 aa…a. 这 也 可 和 叙述 为 递 推定 义 
Ql=a, a"ti— a"g (对 玉 中 任意 @)， (6) 
根据 这 个 公式 , 吏 可 以 用 已 经 算出 的 低 次 需 a" 来 计算 笑 a**， 由 
这 些 定 义 ， 我 们 可 以 对 任意 正 整 指数 mr 和 % 证明 下 面 委 用 的 
定律 : 
a"a*—a™”™, (7) 
(a™) "=a”™, (gb) ”=a"b”". (8) 

例如 , 第 一 个 定律 可 以 对 % 用 归纳 法 证 明 .， 当 %=1 时 , (7) 式 
变 成 a"4a 二 a™ ,这 正 是 a” 的 定义 ， 其 次 假定 定律 (7) 对 于 任何 
m 和 已 知 正 整数 %=% 是 正确 的 ， 并 且 考 虑 比 廊 大 1 的 指数 十 1 
的 类 似 表 达 式 am"a* :， 我 们 逐次 应 用 定义 、 结 合 律 、 归 纳 假设 和 
”定义 , 得 到 
qa"artl~a"(ato) = (oar)a=a" tag=a"td tig"+t+D 


® 1 » 


这 底 是 定律 (7) 的 %=* 十 1 的 情形 .因此 完成 了 归纳 证 明 . 
最 后 ， 我 们 证 明 三 项 公式 在 任意 交换 环 上 成 立 ， 首 先 用 牟 
推 公式 
01=1 和 (nw 十 1)! = 二 n1(n 二 1) 
定义 非 负 整数 上 的 阶乘 函数 %1. 然后 对 己 中 的 2 之 0, 类 似 地 用 


(a) 
0f Na/ = ，) 
定义 二 项 系数 ， 由 这 些 定 义 , 再 对 n 用 归纳 法 , 得 到 


0 
(十 2 一 人 十 7 yy 二 +( 1 Jp 十 十 六 


二 ; (2 py (9) 
:=0\k . 


te 一 人 1 )=nt (10) 


目 RN n! : 工 日 
Er 一 Ky? 证 明和 留 作 习 题 . 


数学 归纳 法 原理 允许 我 们 在 证 明 P(z+1) 时 , 随意 假定 P(m) 
的 正确 性 ， 我 们 现在 指出 ， 人 们 其 至 可 以 对 一 切 X<n 假定 P(E) 
的 正确 性 .这 称 为 

数学 归纳 法 第 二 原理 ” 设 命题 P(n) 与 每 个 正 整 数 % 有 关 . 如 
果 对 每 个 m, 由 假设 “*P(k) 对 一 切 k 二 m 是 正确 的 ”, 可 以 推出 结论 
“P(m) 本身 是 正确 的 ”, 那么 了 (mn) 对 一 切 n 都 是 正确 的 . 

证 明 设 S 吓 使 P(n) 错 误 的 正 整 数 集 合 。 如 果 太 不 空 , 则 它 
有 最 小 的 数 m. 根据 和 的 选 法 , P(%) 对 一 切 5 二 m 是 正确 的 , 因此 
根据 假设 , P(m) 本 身 必 是 正确 的 ， 这 就 得 出 矛盾。 于 是 5S 只 能 是 
空 的 . 证 毕 


6 es 


有 


”注意 , 在 m= 二 1 的 情形 中 ,所 有 二 1 的 集合 是 空 的 , 因此 必须 


6. 
7 。 
“8. 


， 睛 扫 纳 法 证 明 1 十 2 十 … 十 %= 


暗含 (1) 的 证 明 ， 


习 题 
用 归纳 法 证 明 下 列 正 指数 定律 在 任意 整 环 中 成 立 : 


(a) (a™") "=a"™, 

(b) (ab)"= a"b", 

(Cc) 1*=1. 

ntnt+1) 
2 


证 明 公式 (9) 和 (10)， 
用 归纳 法 证 明 ; zi 十 … 十 2 之 0, 除非 一 …=zs=0. 
用 归纳 靶 证 明 下 列 加 法 公式 : 


n(nt1) (0272 十 ]1) 
6 


sd | 


(a) 1 十 4 十 9 十 … 十 %2 二 


(b) +8+27+…+w =| 
证 明 ， 在 任意 有 序 整 环 中 , 负 元 素 的 任意 奇 次 乔 都 是 负 的 . 


用 归纳 法 而 不 用 良 序 原则 证 明定 理 3，( 提 示 ; 设 PC 表示 zz ) 
利用 习题 7， 由 数学 归纳 法 原理 证 明 良 序 原则 ， (提示 : 设 PCo) 为 


命题 : 任意 包含 一 个 志 % 的 数 的 一 组 正 整 数 具 有 最 小 元 素 .) 


9. 


用 定义 65) 证明 下 面 结合 律 : 
(G 十 十 CC ) 十 (BDI 十 … .十 六 ) = 十 … :十 Gn 十 1 十 …: 十 Db, 


.给 出 两 个 立 数 之 积 的 % 阶 导数 公式 , 并 对 %w 用 归纳 法 证 明 公 式 ， 
*11, 


证 明 ;， 对 任何 底 4 之 1, 每 个 正 整 数 m 具 有 形 如 


Qa?, 二 Qa" ir,-_i 十 wis +a*7?,+ari 二 7, 


的 唯一 表达 式 , 式 中 整数 7 满足 0 二 7 过 a, 7, 寺 0. 


*]12. 


检验 . 


以 下 例 说 明 习 题 11: 取 ?7 为 底 , 变换 方程 63.111=6993， 并 乘 出 来 


13， 药 剂 师 仅 有 1, 3，9，27 和 81 和 价 司 五 个 夸 码 及 双 盘 天 平 ( 夸 码 可 放 人 
任 一 盘 中 )， 证 明 他 能 够 称 出 1~-121 赛 司 的 任意 重量 ， 


14, 


证 明 : 任意 9 的 倍数 其 各 位 数字 之 和 可 被 9 整除 . 
s 117 


“ 81.6 可 除 性 


整 系 数 方程 wz=z 不 总 是 有 整数 解 x， 如 黑 有 整数 解 , 则 称 2 
可 被 a 整除 ， 数 论 首 先 要 研究 的 就 是 这 个 问题 . 

在 任意 整 环 中 也 有 类 似 的 可 除 性 概念 , 定义 如 下 : 

定义 ”在 整 环 DD 中 , 如果 有 人 D 中 某 一 9， 使 b=Qg, 则 称 元 素 
b 可 被 元 素 @ 整除 ， 当 5 可 被 4 整除 时 ,我们 记 作 alb. 我 们 又 称 
G 是 已 的 因子 ,8 是 4 的 倍数 .1 的 因子 称 为 万 的 单位 或 可 逆 元 素 ， 

同 相等 关系 a=5 一 样 , 关系 a1l2 满足 自 反 律 和 传递 律 : -= 

ala:; 由 alb5 和 bie 可 推出 alc. (11) 

(11) 的 第 一 个 定律 是 显然 的 , 因为 a 二 a'1 意味 着 ala. 为 证 明 第 二 
个 定律 , 回想 一 下 整除 的 定义 , al5 和 ze 意味 着 有 未 整数 中 和 
d;, 使 2=ad 和 c= 二 bd,, 将 第 一 个 方程 代入 第 二 个 方程 中 得 出 “= 
a(did;). 因为 dds 是 整数 ,按照 定义 ,这 表明 alce， 同 (1 蕊 中 所 断 
言 的 一 样 . 

定理 5 ZZ 中 仅 有 的 单位 是 十 ], 

这 个 定理 实际 上 断言 :对 于 整数 w 和 2, a2=1 意味 看 4 二 土 1 
和 5 二 土 1. 根 据 积 的 绝对 值 定律 , 由 cg=1 得 出 |abl=1c| .121= 
1. 因为 a,5 都 不 为 零 ， 所 以 Ja| 和 ji2| 是 正 数 ， 由 于 0 与 1 之 间 疫 
有 正 整 数 (定理 3), 因此 根据 三 分 律 , la| 宇 1 和 151 之 1， 这 两 个 不 
等 式 随便 哪个 不 等 关系 成 立 , 积 |al15| 就 不 可 能 是 1， 因此 !a| = 
51==1, 即 如 定理 所 言 , 4 二 土 1,8== 土 1. 

推论 ”如 果 整 数 a 和 5 彼此 可 整除 (bja 且 al5), 那么 4 二 十 b. 

证 明 ”根据 假设 a=Bbd, 上 有 585==ad;, 因此 4=ad;di. 如 果 4 二 0， 
则 5 二 0, 结论 当然 成 立 ， 如 果 a 寺 0, 请 去 4 后 得 到 1==dzdi. 那么 ， 
根据 定理 5, di = 土 1, 因此 a= 土 6. 证 毕 

因为 a=a'1=( 一 q) (一 1), 所 以 任意 整数 a 可 被 a, 一 a,1, 各 
es。 18 。 


一 1 整除. 
定义 如 果 整 数 了 用 不 为 0 或 士 1l, 并 且 卫 只 能 被 士 1 和 十 Pp 整 
除 , 那么 称 Dp 为 素数 . 
前 几 个 正 素 数 是 
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 
不 是 1 或 素数 的 任何 正 整 数 都 可 分 解 成 素 因子 的 积 , 例如 
"128 二 2 90=9.10= 32.2.5, 
672 二 7.96 二 7.12.8 二 7.3.25, 


,经 叭 去 明 , 不 论 怎样 进行 分 解 , 总 会 得 到 相同 的 素 因子 ， 这 种 素 因 


子 分 解 的 唯一 性 可 以 用 下 面 我 们 将 讨论 的 最 大 公 因 子 来 证 明 . 


坷 题 

1. 证 明 任 意 整 环 D 中 单位 的 下 列 各 性 质 : 

(a) 两 个 单位 之 积 是 单位 . | 

(b) DD 的 单位 % 可 整除 DD 中 每 个 元 素 . 

(c》 若 6c 整除 DD 中 每 个 x, 则 ec 是 单位 ， 
2， 证 明 : 若 olb 9 alc, 则 al (5 十 c)， 
3. 证 明 : 著 5 是 正 的 ,而 且 不 是 素数 ， 则 它 有 正 的 素 因 子 4< 5. 
4。 列 出 所 有 小 于 100 的 正 素 数 ， (提示 : 删 去 2, 3, 5, 7 的 所 有 倍数 , 并 

应 用 习题 3. ) 

5， 设 alb, 证 明 : 当 8 和 0 时 , [al 三 151. 


$1.7 欧 几 里 得 算法 


整数 a 除 以 8 用 普通 的 除法 就 得 到 商 4 和 余数 7. 正式 地 说 ， 

这 相当 于 下 面 的 断 语 . 
除法 算式 ”对 于 给 定 的 整数 4 和 D，DB 二 0， 存 在 整数 9 和 7， 
二 人 *。 


CC 一 u 十， 0<<7-< 一 /. (12) 
几何 描述 ”如 果 我 们 设想 全 部 数 都 显示 在 实 办 上 ， 那 么 2 的 
所 有 可 能 倍数 bg 构成 直线 上 等 距 分 氮 的 集合 ， 


一 30 一 20 —6 0 b 20 30 


对 应 于 4 的 点 必 落 在 由 这 些 点 确定 的 区 间 中 的 一 个 ,比如 说 , 落 在 
bq 和 8( 十 1) 之 间 的 区 间 中 ， 右 端点 除去 .这 意味 着 6 一 24 王 7， 
其 中 7 表示 短 于 区 间 全 长 5 的 长 度 , 因此 , 如 断言 所 述 0 委 7 一 2. 这 ， 
个 描述 启发 我 们 用 良 序 的 性 质 进行 以 下 证 明 . 

证 明 ”当然 存在 5 的 某 整 数 倍 不 超过 a, 例如 , 因为 5 二 0， 根 
据 定理 3, 之 1, 因此 (一 |al)b<< 一 la| <a， 所 以 差 4 一 bx 的 集合 
至 少 包含 一 个 非 负 整数 , 即 a 一 (一 141)5. 因此 ,根据 良 序 的 性 质 ， 
存在 最 小 非 负 a 一 bx, 比如 说 ,4 一 54==7, 由 构 遗 可 知 7 之 0. 而 当 
r 宇 b, 则 a 一 5(q 十 1) = 二 7 一 5 之 0 将 小 于 a 一 4， 这 与 我 们 对 4 的 旋 
择 相 违背 ， 由 此 得 出 结论 : 当 4=bg 十 (6 一 0q9) = 二 bg+7 时 ，0s<r 
<b. 

推论 1 对 给 定 的 整数 a 和 b， 满 足 (12) 的 商 4 和 余数 7 是 
叭 一 确定 的 ， 

证 明 假设 4=bg 十 7 二 bg 十 7"， 式 中 0 志 7 二 5,0 志 7 一 5， 那 
么 7 一 7' = 二 5(g' 一 q) 数值 上 小 于 8， 但 它 是 8 的 倍数 ， 因 此 7 一 7 
必 为 零 ,所 以 7=7, bq 一 bg9 ，4 二 gq ， 这 就 得 出 9 和 7 的 唯一 性 


z / 证 毕 
我 们 常常 有 必要 不 涉及 单个 的 整数 而 去 处 理 某 整数 集合 ， 象 


由 3 的 所 有 倍数 组 成 的 集合 : 
办 一 一 9， 0, 3, 6, 9，，… 
这 个 集合 具有 重要 性 质 : 集合 中 的 任意 两 个 整数 的 和 或 差 仍 
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然 是 集合 中 的 整数 ， 一 般 地 ， 如 果 整 数 集合 含 包 含 S 中 任意 两 个 
吉 数 a 与 5 的 和 a+t5 及 差 a 一 6，， 则 称 集合 5 在 加 法 与 减法 之 下 
是 封 闲 的 ， 所 有 偶数 ( 正 的 、 负 的 和 零 ) 构 成 这 样 的 集合 ， 更 一 般 
地 ， 任 意 固 定 的 整数 mr 的 所 有 倍数 zm 的 集合 在 加 法 与 减法 之 下 
是 封闭 的 ， 这 因为 zm 土 ym= (x 土 )m 是 mr 的 倍数 .我 们 现在 证 
明 ; 这 种 倍数 的 集合 是 共有 这 些 性 质 的 唯一 的 整数 集合 . 

定理 6 在 加 法 与 减法 之 下 封闭 的 任意 非 空 整数 集合 ， 不 是 _ 
仅 由 穿 组 成 ,就 是 包含 最 小 正 整 数 并 由 这 个 整数 的 所 有 倍数 组 成 . 

证 明 设 这 样 的 集合 态 包 含 元 素 a 到 0. 则 心包 含 差 4 一 4 一 0， 
因此 包含 差 0 一 a= 一 a. 所 以 5S 中 至 少 有 一 个 正 元 迷 |a| = 二 十 a. 根 
据 恨 序 原则 , S 中 存在 最 小 正 元 素 4b. 

集合 心 必 包 含 的 所 有 整 倍数 ， 这 是 因为 我 们 首先 可 用 归纳 
法 (对 幼 证 明 & 的 任何 正 倍数 22 在 SS 中: 戎 2=1， 则 才 在 心中 ; 
营 已 知 k6 在 S 中 , 则 十 1)5=k65 十 b 是 5S 的 两 个 元 素 之 和 ,因此 
在 人 S 中 .而 5 的 任何 负 偿 数 ( 一 %)5= 0 一 (nb) 和 访 的 两 个 元 每 之 
” 差 , 因此 也 在 心中 . 

集合 5 只 能 包含 5 的 所 有 整 倍数 ， 这 是 因为 如 果 a 是 5 的 作 
意 元 素 , 则 由 除法 算式 可 得 出 差 a 一 bq==7, 它 也 在 5S 中 . 余数 7 非 
负 且 小 于 5, 而 5 是 5 中 的 最 小 正 元 素 , 因此 7=0，a=p 是 已 的 
倍数 , 如 断言 所 述 ， 证 毕 

定义 ”如 果 整 数 Q 是 整数 a 和 日 的 公 因子 ， 并 且 是 任何 其 他 
公 因 子 的 倍数 ， 那 么 称 @& 为 a 各 的 最 大 公 因 子 (g,c.d,). 用 符 
号 表示 , Q 必 有 性 质 

dla: dlb: 由 cla 和 cilb 可 推出 cd. 

例如 3 和 一 3 都 是 6 和 9 的 最 大 公 因 子 . 按照 定义 ， 两 个 不 
同 的 最 大 公 因 子 必 彼此 整除 , 因此 它们 仅 相 差 一 个 符号 , a 和 5 的 
网 个 可 能 的 最 大 公 因 子 土 4 中 , 正 的 最 大 公 因 子 常 用 符号 (a,5) 表 

es 2 。 


示 ， 值得 注意 的 是 , 最 大 公 因 子 定义 中 的 形容 词 “ 最 大 ”, 主要 不 是 
指 4 的 数值 比 任何 其 他 公 因 子 c 大 ， 而 是 指 a 为 任何 这 种 e 的 信 
定理 7 了 任意 两 个 整数 a 站 0 和 5 寺 0 有 正 的 最 大 公 因 子 (a,b). 
它 可 表 为 QQ 和 的 具有 整 系数 8 和 上 的 线性 组 合 , 形 为 
(a,b)=sat+ib. (13) 
证 明 和 郑 谍 形 为 sa 十 万 的 数 . 对 于 任意 两 个 这 伴 的 数 : 
(siat+ tb) + (s2a+t2b) = (Si1 士 s?)a 十 (t+tt2)b. 
所 以 , 所 有 整数 sa 十 12 的 集合 太 在 加 法 和 减法 之 下 是 封闭 的 ， 因 
此 根据 定理 6, 心 由 某 一 最 小 正 整数 d=sat+ tt 的 所 有 倍数 组 成 . 
由 此 公式 显然 可 知 ，a 和 5 的 任何 公 因 子 必 是 4 的 因子 ， 男 一 方 
面 ， 原 来 的 整数 e=1.a+0.2 和 2=0.a+1'2 都 在 所 考虑 的 集合 
S 之 中 ,因此 必 为 这 个 集合 最 小 整数 d 的 倍数 ， 换 句 话 说, 4 是 公 
因子 ， 因 此 它 就 是 所 要 求 的 最 大 公 因 子 . 证 毕 
类 似 地 ，a 和 6 的 公 倍 数 的 集合 了 及 在 加 法 和 减法 之 下 是 封闭 
的 ， 它 的 最 小 正 元 素 包 将 是 wa 和》 的 公 倍 数 , 它 整 除 每 个 公 倍 数 . 
于 是 多 是 最 小 公 倍 数 ( 或 1.c.m, )， 
定理 8 住 意 两 个 整数 a 和 b 有 最 小 公 人 倍数 m 二 [a,0j, 它 是 
a 和 bb 的 每 个 公 倍 数 的 因子 ,并且 它 自己 是 a 和 5 的 公 倍 和 数 . 
为 找到 两 个 整数 a 和 8 的 最 大 公 因 子 的 明显 表达 式 ， 可 应 用 
所 谓 欧 刀 里 得 (EuclHid) 算法， 我 们 可 以 假定 a 和 5 都 是 正 的 ， 因 
为 负 整 数 8 可 用 一 2 代替 , 并 不 改变 最 大 公 因 子 (a, 50) = (a, 一 5b)， 
除法 算式 给 出 
4 一 0 十 1 0 去 71 一 D， (14) 
整除 a 和 2 的 每 个 整数 必 整 除 余数 71; 反之 ，(14) 中 5 和 ?i 的 每 
个 公 因子 是 a 的 因子 ， 所 以 a 和 5， 的 公 因 子 同 5 和 7 的 公 因 子 一 
样 , 因此 最 大 公 因 子 (6,2) 和 (5, 71) 相 等 ， 这 种 简化 可 以 在 和 7 
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的 位 置 上 反复 进行 : 


一 7102 十 了 2， U 一 73<71 
Ji 一 9293 十 3， 0 一 73 一 72， 
se (15) 
rn-2—= Tn-1gn 十 0<7, Tn) 


Troi ?ndntl: 
因为 余数 不 断 减 小 , 最 后 必 有 余数 74+1 为 去 由 正 象 我 们 在 最 后 一 
个 方程 中 表示 的 那样 ， 以 上 论证 表明 , 所 要 求 的 最 大 公 因 子 是 
(a, 0) = (8, 71) = (71, 72) = = (Trt1, Tn)) 
但 是 (15) 最 后 一 个 方程 表明 7， 本身 是 7,-i 的 因子 , 因此 最 后 一 个 
万 大 公 因 子 恰 是 7 自己 . 于 是 已 知 整数 a 和 8 的 最 大 公 因 子 是 欧 
几 里 得 算法 (14) 和 (15) 中 最 后 一 个 非 零 余数 rw 
利用 欧 几 里 得 算法 ， 也 可 把 最 大 公 因子 明显 地 表示 为 线性 组 

合 sq 十 认 ， 这 只 要 用 a 和 5 表示 逐次 的 余数 7; 就 可 做 到 ， 例 如 

7 二 a—bq=a+t+(—q)b, 

72=b— gr1= (—g2) a+ (1 + gi92)b, 


这 些 方程 的 形式 表明 ， 我 们 最 后 能 把 7， 表 为 a 和 45 的 线性 组 合 ， 
它 具有 包含 商 qi; 的 整 系数 8 和 
最 大 公 因子 的 表达 式 (a, 5) = sa 十 好 非常 有 用 .一 个 重要 的 
推论 是 , 整除 两 个 数 之 积 的 素数 必 至 少 整除 其 中 一 个 因子 : 
定理 9 如 果 p 为 素数 ,那么 由 piab 可 推出 pa 或 p[b. 
证 明 根据 素数 定义 ，p 只 有 因子 土 ] 和 土 ?” 如 果 结 论 p|a 
是 错误 的 , 则 2 和 a 的 公 因子 只 能 是 土 ， 因 此 1 是 a 和 的 最 大 
公 因 子 , 并 可 表 为 1= sa+tp， 上 式 两 边 都 乘 以 5, 我 们 有 


山 为 什么 ?其 证 明 包 含 展 序 原则 吗 ? 
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b= sab top, 

右边 两 项 可 被 p 整除 , 因此 左边 5 可 被 p 整除. 这 就 是 定理 中 的 第 
二 种 可 能 性 . 证 毕 

如 采 (a, 5) = 二 1, 那么 我 们 称 wa 和 吃 互 素 ， 换 名 话说 , 如 果 两 个 
整数 a 和 2 没有 土 1 以 外 的 公 因 子 ， 则 它们 互 素 ， 用 来 证 明定 理 9 
的 方法 也 可 证 明 下 面 的 推广 : 

定理 10 如 果 (c,a)= 二 1 且 clap, 那么 cl12. 

对 于 两 个 互 素 的 整数 5 和 c， 如 果 整 数 m 是 它们 每 一 个 的 倍 
数 , 则 我 们 可 推出 下 面 的 一 个 结果 .， 因 为 这 样 的 mm 有 形式 m= 二 ad， 
并 可 被 c 整除 , 所 以 根据 定理 10, 有 cljd, m= 二 ad= 二 alecd')， 因 此 乘 
积 ac 可 整除 m.， 这 就 证 明了 : 

定理 11 如 果 (a,c)=1l,alm 且 c|m, 那 么 ac|m. 


司 题 
1。 利用 欧 几 里 得 算法 求 最 大 公 因 子 : 
(a) (14, 35), (b) (11, 15), 
(c) (180, 252)， (d) (2873, 6643)， 
(e) (4148, 7684)， ~(f) (1001, 7655). 


.把 习题 1(a), (0b), (Cc) 中 的 (2, 胃 写成 形式 sx 十 19(s, + 为 整数 ). 
. 证明: 对 任意 整数 w (0, a) = ja|. 
， 如 果 a>0, 证 明 (ab, ac) =a(lb, c). 
， 证 明 : 由 25|c 和 |c| 一 推出 ec=0， (这 个 事实 已 用 于 证 明 推 论 1.) 
: (a) 证 明 : 任意 三 个 整数 a,8,c 有 最 大 公 因 子 , 它 可 素 成 
sat+ t+uc. 

(b) 证 明 ((a, 85), ee) = (a, (b, ce)) = ((g, c),b). 
7， 讨论 习题 3~5 和 6(b) 关 于 最 小 公 倍 数 的 情形 ， 
8， 证 明 :， 在 减法 之 下 封闭 的 整数 集合 , 在 加 法 之 下 也 必 是 封闭 的 ， 
9， 证 明 : 仅 在 加 法 之 干 封闭 的 整 多 集合 不 一 定 由 一 个 固定 元 素 的 所 有 
组 
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10， 在 欧 几 里 得 算法 中 ， 对 下 用 归纳 法 证 明 : 每 个 余数 可 表 成 7,= sia 
十 6, 式 中 s 和 为 整数 , 

11. 给 出 定理 10 的 详细 证 明 . 

*12， 证明: 对 任意 正 整 数 a, 5, 所 有 ma 十 nb(m, 2 为 正 整 数 ) 的 集合 包含 

大 于 qb 的 (a,5) 的 所 有 倍数 . 

13.， 如果 g 为 整数 ,使 得 对 一 切 整 数 a 和 b， 由 glab 可 推出 gla 或 gb. 
证 明 : g 是 0, 士 1 或 素数 (参考 定理 9). 

14. (a&a) 证 明知 (a, mm) = (2,1m) 一 1 则 (ca 1m) 一 1， 

(b) 证 明 : 车 (a, c)=a,alb 有 clb, 则 ac|bda. 


(ce) 证 明 [a, ce]=-- 一 . 
(a, c) 


$1.8 算术 基本 定理 | 

现在 我 们 容易 证 明 整 数 唯 一 因子 分 解 定理 ， 它 也 称 为 算术 基 
本 定理 . z 
定理 12 住 意 非 震 整 数 可 表 为 单位 《十 1) 来 以 正 素数 的 积 , 
如 果 不 计 素 因子 出 现 的 顺序 , 这 种 表示 是 唯一 的 . 

证 明 任意 整数 a 能 写成 这 样 的 乘积 ， 可 以 用 逐次 把 & 分解 
成 较 小 因子 的 办 法 来 证 明 . 证 明 中 用 到 数学 归纳 法 第 二 原理 ， 描 
述 如 下 .显然 只 考虑 正 整 数 a 就 够 了 . 

设 P(o) 为 命题 : a 能 象 定理 12 中 所 说 的 那样 分 解 ， 如 果 a= 
1 或 a 为 素数 , 则 P(a) 尖 然 正确 ， 另 一 方面 , 如 果 a 是 复合 数 ， 那 
么 4 有 一 个 正 因子 5b, 它 不 是 1 也 不 是 w 因此 a=bc， 其 中 5 二 a 
c 二 a. 但 是 根据 数学 归纳 法 第 二 原理 ,我 们 可 假定 P(5) 和 P(e) 
正确 , 所 以 上 和 6c 可 表 为 素数 之 积 : 

0 一 DID2…2r， CC 一 0192…0o) 
对 于 w 由 上 式 得 出 复合 数 的 表达 式 
a=bc= Dp Prd2"* ds) 
这 就 是 所 要 求 的 形式 ， : 
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为 证明 唯一 性 ， 我 们 必须 考虑 整数 a 的 两 个 可 能 的 素 因子 分 

解 
G 王 ( 士 1)pip2*…Ppm 二 (二 1)q192*… gn 
因为 奢 数 p; 和 gq; 都 是 正 的 ， 所 以 两 种 分 解 中 的 项 土 1 必须 一 致 . 
党 一 个 因子 分 解 式 中 的 素数 pi 是 乘积 a= 土 q.92…qn 的 因子 ， 因 
此 反复 应 用 定理 9， 就 有 pt 必 至 少 整除 这 个 乘积 的 一 个 因子 gr 
因为 mg;， 并 且 二 者 都 是 正 素数 , 所 以 = 重新 排列 分 解 式 
qi192…4m, 使 9; 第 一 个 出 现 , 那么 pi 与 9 相 消 , 留 下 
p2p3'"* Pm — 4293°"* qn, 

式 中 符号 “' ”表示 这 些 9 的 新 的 顺序 ， 继 续 这 个 过 程 直 到 所 得 方 
程 的 一 边 疫 有 留 下 素 因 子 ， 比 时 方程 的 另 一 边 也 设 有 素 因 子 ， 所 
以 在 原来 的 因子 分 解 式 中 , m= 二 n%n， 把 第 二 个 因子 分 解 式 中 的 系 因 
子 重 新 排列 , 我 们 就 使 两 个 因子 分 解 式 完 全 一 致 , 这 同 了 唯一 性 定理 
中 所 断言 的 一 样 . ”证 毕 

数 的 因子 分 解 中 ， 同 一 个 素数 2 可 以 出 现 几 次 ， 把 所 出 现 的 
相同 素数 集中 起 来 , 分 解 式 可 写 为 : 

Qa= 土 pf 'P2*pEt (1<p<p pi). (16) 

由 唯一 性 定理 可 知 : 这 里 人 每 个 系数 了 ; 的 指数 e; 由 给 定 的 数 a 唯 
一 确定 ， 


习 匮 
1. 描述 求 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍数 的 系统 过 程 ， 这 两 个 整 
娄 的 素数 宕 分 解 式 (16) 是 已 知 的 ， 以 Cg= 216,8=360 和 a= 二 144，65=625 为 
例 加 以 说 明 ， (提示 : 对 于 能 整除 4a 或 5 中 的 一 个 而 不 能 整除 两 个 的 素数 ， 
采用 是 零 分 量 是 有 益 的 .) 
2， 如 有 果 了 s(9) 表示 能 整除 非 零 整数 a 的 素数 p 的 最 高 次 罕 的 指数 ， 证 


(1) Vlat+o) min{Vy,(a), V(b)}, 
和 26 和 


(ii) V,((a,b)) =min{V, (a), V,(b)}, 
(111) Vo (ab) =V, (9) + V(b), 
(iv) Vo([a, 01) = maxtV, (oa), V9 (5)}. 
3 如 果 jal= 2 式 中 Ps (qa) 的 涵义 同 习 题 2， 证 明 
中 ce 站 = 人 和 e+all 短 max 划 cl 由 2 从. 
4， 设 了 (o) 是 对 一 切 非 零 整数 ae 有 定义 的 非 负 整 值 国 数 , 并 且 具 有 习题 
2 中 的 性 质 昌 和 (ii)， 证 明 : V(a) 或 者 恒 为 零 ， 或 者 是 习题 2 中 的 一 个 函 
数 了 ,(q) 的 常数 倍 .， (提示 : 首先 确定 某 2 适合 了 (pp) >0.) 
5 应 用 习题 2 的 公式 证 明 : 对 于 任意 正 整数 s 和 刀 ， 2 一 (4， D) La, b]. 
《对 于 第 二 种 证 明 , 参看 $ 1.7 的 习题 14(c). ) 
6. 证 明 素数 的 个 数 是 无 限 的 ( 欧 几 里 得 ). 〈 提 示 :， 车 pb), Pps,…, DP 为 
个 素数 , 则 这 些 素数 没有 一 个 能 整除 整数 p1P2… Pp 十 1.) 
*7， 定义 孙 数 e(%) (nn 为 任意 正 整数 ) 为 % 的 素 因子 分 解 中 出 现 的 指 数 的 
最 大 公 央 子 . 证明 
(a) 对 于 又 中 已 知 的 rr 和 82， 存在 整数 z 适合 和 =7% 当 且 仅 当 
Tle(n). 
(b) e(n’) = re (n). 
(C) 在 ea)=e() =q, 则 a|e (mn). : 
8. 如 本 正 整数 之 积 mo 为 二 次 宕 ,并 且 (m 人 =1 证 明和 和 2 都 为 二 次 宪 。 
“9。 假定 整数 x,y 和 2 没有 士 ] 以 外 的 公 因子 ， 以 mg 和 > 为 边 长 的 直 
角 三 角形 可 以 按 以 下 方式 找到 . 
(a) 如 采 十 严 =z2, 证 明 > 和 zy 不 能 都 是 奇数 . 
(b) 如 果 y 是 偶数 , 应 用 习题 8 证 明 : y=2mn, 式 中 ms; 和 nn 为 整数 ， 
= 人 轴 2 一 N22 二 17 十 92. 


(提示 ; 分 解 因子 z+ 一 x 并 证 明 (2 十 z， 2 一 z) =2.》 


$1.9 同 余 式 


在 确定 一 天 的 时 间 时 , 通常 只 计算 到 12 小 时 , 超过 12 小 时 后 
重新 开始 计算 . 这 种 抛弃 固定 数 12 的 倍数 的 简单 想法 是 “ 同 余 ” 
这 个 算术 概念 的 基础 如果 两 个 整数 只 差 12 的 整数 倍 , 我 们 就 称 
它们 对 模 12 同 余 。 例 如 ，7 和 19 是 同 余 的 , 我 们 把 它 记 作 
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7 三 19(mod 12). 
定义 三 (mod mm) 成 立 当 且 仅 当 m| (a 一 b)， 
我 们 也 可 以 说 : a=5(mod m) 的 意思 是 差 4 一 b 在 你 的 所 有 
“倍数 的 集合 中 ， 另 外 还 可 以 根据 下 述 事 实 来 定义 ， 每 个 整数 a 除 
以 双 剩 下 叭 一 的 余数 ($1.7 的 推论 1 )， 我 们 把 这 种 定义 叙述 如 
下 . 
定理 13 两 个 整数 a 和 马 对 模 M 同 余 当 且 仅 当 它 们 除 以 |m| 
时 剩 下 相同 的 余数 . | 
因为 a=65(modm) 当 且 仅 当 a=2b(mod 一 m), 所 以 只 须 对 于 
汉 二 0 的 情形 证 明 这 个 定理 ， 
证 明 按照 我 们 的 定义 ,首先 假定 e 三 pp mod 和) ， 那 么 6 一 
二 Cm 是 mr 的 倍数 .5 除 以 mr 剩 下 余数 5 一 qm 二 7, 式 中 0 专 7 二 rm. 则 
a=b+em= (gmi7r)+cm= (g++ce)mt+tr. 
这 个 方程 表明 ，7 是 46 除 以 吧 的 唯一 的 余数 ， 因 此 w 和 5 具有 相 
同 的 余数 ， 
肥 过 来 , 假设 4 二 gm 十 7,5=g m 十 7, 它们 具有 同一 个 余数 7. 
那么 a 一 b= (9 一 4 )m 可 被 m 整 除 , 所 以 4=b(modm). 证 毕 
固定 模 mm 的 同 余 关 系 上 有 具有 下 列 性 质 ， 即 相等 关系 的 定律 
《51. 2) 的 再 现 ， 对 一 切 整数 a, 5 和 c 有 
自 反 律 a 三 @ 
对 称 律 ac=8 音 味 着 b=a [aoam， 
传递 律 a=b 和 5=c 意味 着 a= 
这 些 定律 中 的 每 一 个 都 可 以 用 同 余 的 定义 来 证 明 , 按 同 余 的 定义 ， 
对 称 律 要 求 由 m| (a 一 6) 推出 m| (3 一 a)， 这 里 假设 条 件 是 a 一 58 
二 dm, 把 它 写 成 5 一 4 二 (一 中 )m, 便 得 出 结论 m| (6 一 a). 
”固定 模 m 的 同 余 关 系 还 具有 “ 代 换 性 质 ”， 这 也 是 相等 关系 的 
性 质 之 一 , 即 : 同 余 整数 之 和 同 余 , 而 且 同 余 整 数 之 积 同 祭 . 
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定理 14 如 有 果 Q=0(modm), 那 么 对 一 切 整 数 儿 有 
: a 二 ZX 三 07x, ax 三 bx, —a 三 -6 (mod mm ). 

这 里 还 用 定义 证 明 ， 于 是 假设 条 件 变 成 a 一 6 二 km (对 茶 个 整 

数 ), 故 有 
ml (十 人 一 六 一 了 M (ar—b7r), mi|(— at+b). 
由 此 我 们 便 可 以 导出 结 

寺 于 方 和 成立 的 消去 委 对 于 同 作 友 不 一 定 成立 例如 ,由 2…7 
三 2.1(mod 12) 不 能 推出 7 三 1(mod 12)， 之 所 以 不 能 这 样 推 断 ， 
是 因为 被 消去 的 2 是 模 的 一 个 因子 .对 于 同 余 ， 最 好 也 只 能 得 到 
修改 的 消去 律 : 

定理 15 当 与 狗 互 素 时 ， 

由 5cQ 反 00(mod m) 可 推出 4 三 Dtmod m). 

证 明 根据 定义 , 假设 条 件 表 明 mr] (ca 一 cb), 或 mlc (a 一 6). 
但 是 已 假定 m 与 这 个 乘积 的 第 一 个 因子 c 互 素 , 因此 由 定理 10 得 
到 m 整除 第 二 个 因子 4 一 8?， 这 意味 着 a 三 b (mod m)， 如 断言 所 
述 . 

线性 方程 的 讨论 可 以 扩展 到 辐 余 式 上 . 

定理 16 如 果 c 与 m 互 素 , 那么 同 余 式 

: C 人 三 六 (mod m) 
有 整数 解 xz。 任意 两 个 解 ol 和 zo 对 模 M 同 余 . 

证 明 ”根据 假设 (c, m) ==1, 对 适当 的 整数 8 和 了 有 1= sc 十 
fm。 两边 乘 以 5,8=bsc 十 bitm. 这 里 最 后 一 项 是 mr 的 倍数 , 因此 
b 三 (0s)c (mod m)， 这 就 表明 X= 二 bs 是 同 余 式 5b 三 xc 所 要 求 的 
解 . 

另 一 方面 , 因为 同 余 关 系 满 足 传递 律 和 对 称 律 , 所 以 这 个 同 余 
式 的 两 个 解 x 和 za 必 视 足 cXl 三 cxz(mod m)， 因 为 已 假设 6c 与 
m 互 素 ， 所 以 我 们 可 以 象 定理 15 那样 消去 这 里 的 ce， 而 得 到 所 需 
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要 的 结论 Xz1 三 zx2(mod m). 证 毕 
当 模 mm 为 素数 时 , 出 现 重要 的 特殊 情形 ， 在 这 种 情形 下 , 不 能 
被 mw 整除 的 一 切 整 数 都 与 m 互 双 ， 由 此 得 出 
推论 ”如果 刀 为 素数 , 并且“ 主 0(mod 7), 那么 ct 三 b (mod7) 
有 模 了 的 唯一 解 . 
也 可 以 解 联 立 同 余 式 . 
定理 17 如 果 模 m1 和 m2 互 素 , 那么 同 余 式 
X= (modm'), 
(17) 
X 三 0 (mod?7mn,) > 
有 公共 解 %， 住 意 两 个 解 对 模 mms 同 余 ， 

证 明 对 任意 整数 1，z=2 二 gai 是 第 一 个 同 余 式 的 解 . 这 
样 的 z 又 满足 第 二 个 同 余 式 当 且 仪 当 bi 十 ym 三 6,(mod ms) 或 
ymi 圭 6s 一 bi1(mod m2)， 因 为 mi 与 ms 互 迷 ,根据 定理 16， 这 个 
同 余 式 对 y 可 解 ， : | 

另 一 方面 , 假设 > 和 zx 是 已 知 联 立 同 余 式 (17) 的 两 个 解 . 那 
么 XxX 一 x 三 0(mod mi) 和 (mod 1m2). 因为 mi 与 mz 互 素 , 这 意味 着 
差 xz 一 2 可 被 乘积 模 mm 整除 ， 因 此 xX 二 x (mod mim2). 
证 年 
上 面 同 样 的 方法 应 用 于 形 为 
ar=b, (mod 1m.) 
的 两 个 或 多 个 同 余 式 ， 其 中 (Gi, mi) 二 1， 并 且 各 个 不 同 的 模 两 两 
瑟 素 . 
定理 18 ( 费 马 (Fermat)) 如果 Ga 为 整数 ， 并 且 力 为 素数 ， 
那么 
a? 0 (mod 7y). 
证 明 对 固定 的 p, 设 P(n) 为 命题 ;%? 三 n(mod 7). 那么 P(0) 
和 P(1) 显 然 正 确 ， 在 (% 十 1)? 的 二 项 展开 式 (9) 中 ， 除 第 一 个 和 
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最 后 一 个 系数 外 ， 每 个 系数 都 能 被 p 整除 ， 因 此 (rn 十 1)?=n? 二 1 
(mod p), 由 P(r) 推出 (x 十 1)?=n 十 1(modp),， 这 就 是 命题 
P(n+t+1). 


1， 解 下 列 同 余 式 : 
(a) 37 三 2(mod 5), 
(b) 7x=4 (mod 10)， 
(c) 2432z 十 17 三 101(mod 725), 
(d) 47 十 3 三 4(mad 5), 
(e) 6xz 十 3 三 4(mod 10) ， 
(人 ff) 67 十 3 三 1(mod 10). 
2， 证 明 : 关系 4 三 5 (mod m) 满 足 自 反 律 和 传递 律 . 
3， 直 接 证 明 由 a 三 hp(modm) 和 ec 三 dal(modm) 可 推出 ca 十 c 三 8 十 Cg 
(modm) 和 ac 三 bad (modwm). 
*4，(a) 证 明 : 同 余 式 ax 三 (modm) 有 解 当 有 旦 仅 当 (e, om) |b. 
(b) 证 明 : 如 果 (a, m)16, 那么 同 余 式 恰 有 (a, m) 个 对 模 m 不 同 余 的 
解 . (提示 : 用 (4, m) 除 w 8 和 各. ) 
5 如 采 人 名 为 整数 ,证 明 : 三 0,1 或 4mod8). 
6 证明 .xz 三 35(modl100) 无 解 . 
*7。 证明: 如 果 x 三 n(mod 65) 有 解 , 那么 wx? 三 一 nC(mod 65) 也 有 解 . 
8. 如 果 z 为 不 能 被 3 整除 的 奇数 , 证 明 : xz? 三 1(mod 24)， 
*9，(a) 列表 指出 25~40 中 所 有 可 表 为 四 个 或 不 多 于 四 个 平方 和 的 整 
数 (这 个 结果 实际 上 对 于 一 切 正 整数 都 成 立 ). 
(b) 证 明 : 满足 m 三 7 (mod 8) 的 任何 整数 不 能 表 为 三 个 平方 之 和 . 
(提示 : 应 用 习题 5. ) 
10， 解 联 立 同 余 式 : 
(a) YE 三 2(mod57， 
27 三 1 (mod 8); 
(b) 37 三 2(mod 5), 
27 三 1(mod 3). 
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11.， 在 一 个 荡 上 岛 上 ， 五 个 人 和 一 个 猴子 采 了 整整 一 天 的 袖子 ， 然 后 去 睡 
觉 ， 第 一 个 人 上 醒 来 , 决定 拿 走 他 的 那 份 秘 子 ， 他 把 那些 椰子 分 成 五 等 份 ,并 
把 剩 下 的 一 个 椰子 分 给 猴子 , 他 藏 起 自己 的 那 一 份 后 , 就 去 睡觉 了 .后 来 , 第 
二 个 人 醒 来 也 在 剩 下 的 一 堆 椰 子 中 取出 他 那 五 分 之 一 , 并 把 多 余 的 一 个 分 给 
钦 子 .其 余 三 个 人 也 都 照样 做 一 遍 ， 求 出 原来 摘 下 的 一 堆 椰 子 的 最 小 数目 ， 
(提示 : 列 出 同 余 式 并 用 一 4 去 试 .) 

*12， 用 归纳 法 证 明 : 定理 17 可 以 推广 到 % 个 同 余 式 , 其 模 两 两 互 素 ， 

*13， 证 明 : 如 果 (mu ma) = (om = (oa，ma) =1， 那 么 联 立 同 余 式 aiz 
三 b;(mod mi) (一 1 2) 有 公共 解 ,并 且 任 意 两 个 解 对 模 mims 同 余 . 

*14。 把 习题 13 推广 到 % 个 联 立 同 余 式 . 

15. 对 于 什么 样 的 正 整 数 mm， 命 题 如 果 x2? 三 0(modm), 那么 也 有 x 三 0 
(modm) 是 正确 的 ? 

16， 如 采 a 和 5 为 整数 , 并且 p 为 素数 , 证明: (ca 十 5) 2 三 az 十 pz(modp )。 
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古代 , 人们 已 区 分 了“ 偶 " 数 2, 4,6,… 和 “ 奇 " 数 1,3,5,…， 下 
面 计算 偶数 和 奇数 的 法 则 是 大 家 熟悉 的 : 
偶数 十 偶数 三 奇数 十 奇数 = 偶数 
偶数 十 奇数 一 奇数 (18) 
偶数 .偶数 = 偶数 .奇数 = 偶数 
奇数 ,奇数 = 奇数 
这 些 便 等 式 定义 一 个 新 的 整 环 Z, 它 仅 由 两 个 元 素 0( “偶数 "和 1 
(“奇数 ”) 组 成 , 并 且 有 加 法 表 和 乘法 表 : 
0+0=1 十 1 二 0，0 十 1=1 二 0=1， 
0.0=0:1=1.0=0,，1'1=1. 
我 们 现在 要 指出 , 类 似 的 构造 可 用 于 对 任意 模 % 的 全 体 剩 余 0，1， 
2,…, 1 一 1。 两 个 这 样 的 剩余 相 加 (或 相 乘 ), 可 以 先 售 单 进 行 普通 
意义 下 〈 即 在 忆 中 ) 的 加 法 (或 乘法 ), 然后 将 所 得 结果 取 模 2% 的 午 
余 ， 在 n=5 的 情形 中 , 其 加 法 表 和 乘法 表 是 : 
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十 
< 
pd 
Mw 
/全 
~ 
心 
人 
Eh 
SC 
CY 
二 


0123 4 0100000 
1 2340 1101234 
2 3 4 02 20024D3 
3 4012 3|103142 
40123 14104321 


对 于 每 个 % 所 得 到 的 系统 都 具有 851.1 的 性 质 (~(viii)， 也 就 
是 说 , 我 们 有 
定理 19 在 加 法 和 来 法 之 下 , 对 任意 固定 的 模 %z2， 整数 0， 
1,…, Nn 一 1 的 集合 组 成 一 个 交换 环 Dy 
证 明 在 上 一 节 里 我 们 看 到 ， 关 系 xX 三 y(mod n) 同 次 通 的 相 
等 关系 一 样 , 满足 目 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 . 事实 上 , 根据 定理 14， 
由 4 三 5(mod nn) 和 6c 三 d (mod n), 推出 
a+c=b+d(modn),ac=bd (modn). (19) 
也 就 是 说 ， 倘 奉 艺 中 的 “相等 "重新 解释 六 -对 模 久 辐 傅 .-， 则 公设 
中 和 (i 成立， 再 有 ,ZZ 中 的 0 和 1 在 Z; 中 分 别 起 加 法 单位 元 素 
和 乘法 单位 元 素 的 作用 , 而 nn 一 k 是 5 对 模 % 的 加 法 逆 元 素 . 
剩 下 来 证 明 公 设 (iii)~(v)， 考 虑 分 配 律 ， 因 为 对 任意 整数 ， 
有 a(5b 十 Cc) 二 qb 十 ac, 所 以 当 取 模 %% 的 剩余 时 ， 根据 (19)， 我 们 必 
有 a(b+c) 三 ab 二 ac (mod nn)， 这 就 是 ZZ 中 的 分 配 律 。 交 换 律 和 
结合 律 的 证 明 也 完全 类 似 . 证 毕 
与 整 环 定义 唯一 不 相 一 致 的 公设 是 乘法 消去 律 ， 根 据 定理 ]， 
这 个 定律 等 价 于 断 语 : Z, 中 无 零 因 于 ， 即 由 ao=0 推 出 cs=0 瑟 
一 0 这些 方程 在 ,中 表示 普通 整数 的 同 余 式 ， 所 以 定 律 表述 
为 由 coE=0(modz) 推 出 we 三 0(mod n) 或 5 二 0(modn). 这 等 价 
于 断 语 : 由 %lab 推出 %la 或 %15b. 如 果 % 是 素数 ; 这 征 正 确 的 ( 定 
。 333. 


理 9). 如 果 % 不 是 素数 ,n 具有 非 平 几 的 因子 分 解 %==a2, 则 niab， 
显然 ,xla 和 %|5 都 不 成 立 ， i 这 就 证 明了 

祭 有 其 他 罗 宁 信人 记 法 和 各 下 的 代 队 用 等 起 代 赫 同 
余 式 的 方法 本 质 上 意味 着 : 把 所 有 用 % 去 除 而 剩 下 同样 余数 的 
整数 归 在 一 组 , 产生 一 个 新 的 “ 数 "， 每 个 这 样 的 整数 组 称 为 剩余 
类 ”. 对 于 模 5, 有 五 个 这 样 的 类 对 应 着 可 能 的 余数 0, 1，2，3 和 4， 
其 中 的 一 些 是 


15 一 { 一 1]14, 一 9， 一 人 1， 6， 11, 16， …}， 
26 二 人 一 13, 一 8， 一 3， 2, /， 12, 17, “… 
3 一 { 人 ,一 12, 一 7, —2,3,8,13,18,.}. 


对 于 任意 模 %, 由 余数 7r(0<7 一 急 确 定 的 剩余 类 rn 是 由 所 有 用 
去 除 而 剩 下 余数 7 的 整数 a 组 成 ， 每 个 整数 属于 一 个 且 仅 属于 一 
个 剩余 类 ， 而 且 两 个 整数 属于 同一 个 剩余 类 当 且 仅 当 它 蕊 们 同 余 ( 定 
理 13)， 模 % 有 % 个 剩余 类 :051s …， (一 1)。 

ZZ 的 代数 运算 可 以 直接 在 这 些 类 上 进行 假定 两 个 剩余 7 和 
s 在 Zs 中 给 出 剩余 t 作为 它们 的 和 , 7 十 s 三 imod 四， 如 和 采 我 们 
用 相应 类 中 的 任何 其 他 元 素来 代替 剩余 7 和 s， 便 可 得 到 上 面 的 
回答 . 车 在 7; 中 , 5 在 s, 中 , 则 c++2 在 属于 和 上 的 类 ,中 ， 这 
是 因为 ,a 三 7 和 5 三 s 得 出 a 十 5 在 7 十 8 三 t (modn). 一 般 地 ， 代 
数 Z, 可 以 定义 为 这 些 剩余 类 的 代数 : 两 个 剩余 类 相 加 (或 由 乘 )， 
可 在 这 两 个 类 中 任意 选择 代表 元 素 4 和 5， 并 求 出 含有 这 两 个 代 
表 元 素 的 和 (或 积 ) 的 剩余 类 .如 果 an 表示 包含 a 的 剩余 类 ， 这个 
法 则 可 表述 为 

(at+06),= 6+ On, (a0) 1 = anbn (20) 

例如 , 上面 列 出 的 剩余 类 中 , 和 15 十 2 二 35 可 以 这 样 求 出 : 在 剩余 
类 15 和 25 中 任意 选 出 代表 元 素 6 和 (一 13), 把 它们 相 加 得 一 7, 而 
e 34 。 


一 7 在 和 类 35 中， 其 他 选 法 (一 9) 十 (一 3) 三 一 12，11 二 7 =]8， 
(一 14) +17= 3, 它们 都 给 出 同一 个 和 35. 

我 们 利用 剩余 定义 的 剩余 类 也 可 以 用 3$6. 13 中 本 论 的 一 般 
方法 通过 同 余 式 百 接 定义 . 


局 题 
1. 构造 Zs 和 Z 的 加 法 表 和 乘法 表 ， 
2， 在 Z, 中 计算 : (3.4) .5,3. (4.5),3. (4 十 5), 3.4 十 3.5. 
3， 求 出 Z,。 和 Z: 的 全 部 零 因 子 . 
4， 对 于 4s 中 的 x 和 9， 确定 所 有 和 3 十 的 确切 集合 及 所 有 积 zg 的 确 
切 集 合 。 它 们 与 集合 4 十 4 及 4,*4s 有 何 关 系 ? 
5， 象 证 明定 理 19 那样 证 明 剩 余 类 加 法 的 结合 律 . 
6. 对 于 实数 ?和 儿 设 7X 三 y(mod2x) 表 示 73=9 十 2nz, 对 某 整 数 %， 证 
明 : 剩余 类 的 加 法 可 以 象 (20) 式 那 样 定义 ， 而 剩余 类 的 乘法 则 不 能 这 样 定 
*7， 证明: 在 Z， 中 , 不 是 单位 的 任何 元 素 “ 是 零 因 子 . 
“8，(a) 列 出 Za5 的 单位 ， 
(b) 证 明 ， 若 %=2m 十 1 是 奇数 , 则 之 , 的 单位 的 个 数 是 偶数 ， 
*9， 证 明 : 是 Z 的 单位 当 且 仅 当 在 乙 中 心 ,和 =1. 


8$1.11 集合 . 函数 ,关系 
这 一 节 我 们 暂时 简短 地 讨论 一 下 集合 ,函数 ,二 元 运算 和 关系 
等 基本 概念 , 
集合 是 一 些 数学 对 象 完 全 任意 的 集体 . 例如 所 有 可 数 的 集 
合 , 或 平面 上 所 有 到 两 定 所 距离 相等 的 所 的 集合 ， 如 果 4 是 集合 
则 我 们 记 zc4 表示 对 象 x 是 集合 4 的 元 系 ， 当 % 不 是 4 的 元 素 
时 ,， 记 作 xz&4.， 有 限 集合 可 以 通过 列 出 它 的 所 有 元 素来 确定 ， 例 
如 , {0, 2, 4} 表 示 一 个 集合 , 它 仅 有 的 元 聚 是 0, 2 和 4. 更 一 般 地 ， 
任何 集合 由 它 的 元 素来 确定 ， 在 这 种 意义 下 ， 两 个 集合 4 和 B 相 
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等 (相同 ) 当 且 仅 当 它 们 县 有 相同 的 元 素 ， 这 个 原则 〈 称 为 外 迁 性 
公理 ) 也 可 用 符号 表达 为 : 4= 了 的 意思 是 , 对 一 切 wzc4 当 且 仪 
当 zE€B. 这 样 得 到 的 集合 相等 关系 , 显然 象 81. 2 中 对 任意 相 等 大 
系 要 求 的 那样 , 满足 自 反 律 、 对称 律 和 传递 律 ， 

集合 5S 称 为 集合 4 的 子 集 当 且 仅 当 S 的 每 个 元 素 2 也 在 4 
中 , 符号 SC4 表示 8 是 4 的 子 集 ， 如 果 TCS 和 SCA 两 者 都 成 
立 , 那么 显然 有 TCA4， 因 此 关系 “性 "满足 传递 律 。 集合 相等 的 条 
件 也 可 变 成 :4=B 当 且 仪 当 4CCB 和 BC4 两 者 都 成 立 ， 此 外 ， 
空 集 BB (没有 元 素 的 集合 ) 是 每 个 集合 的 子 集 . 

从 任意 集合 出 发 , 比如 全 体 整 数 的 集合 , 我 们 可 以 选 出 各 种 不 
同 的 子 集 : 所 有 正 整数 的 集合 ,所 有 正 奇 数 的 集合 ， 所 有 大 于 18 
的 整数 的 集合 ， 等 等 ， 这 些 例子 说 明 一 个 原则 : 任何 性 质 都 可 确 
定 一 个 子 集 ; 更 确切 地 说 , 已 知 任意 集合 4 和 性 质 P， 我 们 可 以 构 
成 子 集 | : 

S={Zlzc4, 并 且 z 具有 性 质 P}， (21) 

它 是 由 4 中 具有 性 质 吕 的 所 有 元 素 组 成 , 

一 般 地 , 如 果 4 和 B 都 是 集合 , 则 关于 4 到 B 的 函数 朱 : 4->B 
是 这 样 规定 的 ， 它 对 4 中 每 个 元 素 4 给 定 B 中 的 一 个 元 素 48， 我 
们 把 它 记 作 a tr>a$. 例如 zPx 是 关于 所 有 有 理 数 的 集合 4 二 QQ 到 
所 有 非 负 有 理 数 的 集合 B 的 函数 $5 ( 它 也 可 看 作 育 数 $:Q->Q). 
还 有 “加 一 运算 nt>n 十 1, 它 把 每 个 整数 传送 到 % 十 1, 因 此 它 是 
一 个 国 数 :ZZ， 在 任意 有 序 整 环 D 中 ， 取 绝对 值 的 运算 是 天 
于 集合 书 到 忆 中 非 负 元 素 集 合 的 一 个 国 数 ，“ 取 负 运算 ar 一 4 
是 关于 D 到 DD 的 另 一 个 函数 , 

关系 ar>a$ 有 时 写成 ar> $a 或 aP$(a), 这 里 函数 的 符号 9 
写 在 前 面 ， 函 数 上 $5:4 一 B 也 称 为 由 4 到 B 的 映射 、 变 换 或 对 应. 
集合 4 称 为 函数 上 的 定义 域 ， 而 B 是 函数 上 $5 的 取 值 域 ， 例 如 ， 通 
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溃 的 电话 拨号 盘 


ABC DEF GHI JKL MNO PRS TUV WXY Z 
/NM N/M AN NN/ NO AN 
2 3 4 9 6 1 8 9 0 


定义 了 关于 25 个 字母 (字母 表 略 去 Q) 的 集合 4 到 10 个 数字 的 集 
合 {0, 1,2,…, 9} 的 图 数 ， 

函数 4:4-> 刀 的 条 (或 “ 值 域 2 是 所 有 函数 “ 值 ?的 集合 ， 即 所 
有 ag(a 在 4 中 ) 的 集合 ， 象 是 取 值 域 B 的 子 集 ， 而 不 一 定 是 整个 
B、 倒 如 电话 拨号 盘 函 数 的 象 是 略 去 了 1 的 一 个 子 集 {0，2，….， 
9 上 +， 

函数 %:4-> 了 3, 当 马 的 每 个 元 素 是 函数 的 象 时 , 也 就 是 说 , 当 
象 是 整个 取 值 域 时 , 称 人 是 湾 射 ( 喘 上 )、 例 如 ， 整 数 取 绝对 值 ar 
a| 是 关于 Z>Z 的 函数 ， 但 它 不 是 满 射 ， 因 为 象 是 所 有 非 负 整数 
NCZ， 它 是 忆 的 真子 集 ， 但 是 法 则 cjoj 也 定义 了 ZN 的 函 
数 , 而 它 是 满 射 ， 为 决定 函数 是 否 是 上映 上 的 , 我 们 必须 知道 预定 的 
取 值 域 . 

函数 $:4->B, 当 4 的 不 同 元 素 总 有 不 同 的 象 , 换 句 话说 , 当 由 
a$ 二 a'$ 总 可 推出 a=a 时 ， 则 称 上 是 单 射 《一 一 映 入 )， 例 如 ， 
zt>27x 是 Z>Z 的 一 个 单 射 (但 不 是 满 射 )， | 

函数 $6:4 一 B, 当 它 既是 单 射 又 是 满 射 , 即 当 对 每 个 元 素 5EB， 
有 一 个 且 仅 有 一 个 a€4 具 有 和 象 5, 使 a6=5， 则 是 双 射 (一 一 映 
上 )， 例 如 ,mn+1 是 Z->Z 的 双 射 ， 还 有 ,对 任意 整 环 D, ar>a 
是 D->D 的 双 射 ， 双 射 6:4>B 也 称 为 (4 到 B 上 的 ) 一 一 对 应 ， 
而 不 是 单 射 的 对 应 称 为 多 一 对 应 . 

二 元 运算 ” 数 对 的 运算 出 现在 很 多 方面 ~ 一 两 个 整数 的 加 
法 , Z, 中 两 个 剩余 类 的 加 法 ,两 个 实数 的 乘法 , 一 个 整数 减 去 另 一 
个 整数 的 减法 , 等 等 ， 在 这 样 情况 下 ， 我 们 称 这 些 运算 为 二 元 去 
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算 ， 一 般 地 , 元 素 a,5, c, … 的 集合 上 的 二 元 运算 "。 是 这 样 规 
定 : 它 对 S 中 每 个 有 序 元 素 对 a 和》 给 出 在 同一 集合 8 中 唯一 确 
定 的 第 三 个 元 素 c= 二 aoc5b， 这 里 我 们 用 “唯一 "表示 代 换 性 质 

由 a 二 a 和 08=z 推出 ao8 一 wa op ， (22) 
同 交换 环 的 唯一 性 公设 中 所 说 的 一 样 . 

为 方便 起 见 ， 把 所 有 有 序 元 素 对 (a,5) (其 中 ccS, pc2Z) 的 集 
合 记 作 8 xx 用， 这 称 为 妨 和 下 的 笛 卡 儿 (〈Cartersian) 积 (或 简称 
“ 积 ”)， 我 们 又 把 集合 同 自 身 的 积 S x S 记 作 5?, 那么 二 元 运算 同 
图 数 o:8 一 仿 一 样 ， . 

两 个 已 知 整数 之 间 可 以 有 多 种 关系 ， 例 如 “ac=2 ， ca 一 0， 
“a 三 b (mod 7)”, 或 “15” 上述 每 个 语句 都 表示 a 和 2 之 间 的 茶 
个 “二 元 关系 ”， 我 们 可 以 容易 地 叙述 其 他 类 型 的 数学 对 象 之 则 的 
许多 别 的 关系 ， 也 有 象 人 与 人 之 闻 的 “是 … 的 兄弟 ”这样 一 类 的 非 
数学 的 关系 .为 一 般 地 讨论 关系 , 我 们 引进 符号 五 来 表示 任何 关系 
(“R” 代 赫 “ 二 ”,，“ 寺 ”或 “| ”, 等 等 )， 形 式 上 , 如 果 已 知 集合 人 S 中 的 
两 个 元 素 4a 和 6, 不 是 4 与 5 有 关系 (记号 为 aRb)， 就 是 4 与 0 
没有 关系 及 (记号 为 aR'b), 那么 “BR” 就 表示 集合 S 上 的 二 元 关系 . 

数学 中 特别 重要 的 是 考虑 象 同 余 和 相等 那样 在 集合 仿 上 满 征 
下 列 定 律 的 关系 五: 

自 反 律 aaRa, 对 心中 一 切 wx. 

对 称 律 由 982 可 推出 PRa, 对 心中 一 切 w, 0. 

传递 律 出 aBp 和 8Rc 可 推出 aRc, 对 心中 一 切 c,5，c， 
满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 的 关系 称 为 等 价 关系 .例如 ,平面 上 
三 角形 之 间 的 全 等 关系 就 是 这 样 的 等 价 关 系 . 


习 炸 
1. 下 列 整 数 a 和 6 的 二 元 运算 gcb 中 ， 哪 些 满足 结合 律 ? 哪些 满足 交 
* 3 了 8 。 


换 律 ? 
a—b, at+b:, 2(a+b), —a—b. 

2. “ 自 反 律 " “对 称 律 " 和 "传递 律 ” 三 种 性 质 中 , 哪 一 种 适用 于 下 列 整 数 

4 和 上 之 间 的 所 有 关系 ? 
ob, a<b, alb, q+a=b+b, a<|6| 

3， 上 上面 三 种 性 质 对 下 列 人 的 分 类 关系 是 否 适 合 : “是 … 的 父亲 ， 是 … 
的 兄弟 “是 … 的 朋友 ,“ 是 … 的 权 朱 “是 … 的 子孙 ， 如 果 这 些 关系 被 限 
定 只 用 于 一 切 男 人 的 分 类 , 那么 你 的 回答 中 哪些 会 有 变化 ? 

“4. 关系 是 … 的 权 示 与 关系 是 … 的 兄弟 和 是 … 的 父亲 是 怎样 联系 
的 ? 你 能 叙述 一 个 由 璀 个 已 知 关系 做 出 新 关系 的 类 似 的 一 般 法 则 吗 ? 

5。， 如 果 关 系 瑟 由 aR5 和 5Re 推出 cRa, 则 称 玉 为 循环 的 证明: 关系 
R 是 自 反 的 和 循环 的 当 且 仅 当 它 满足 自 反 律 , 对 称 律 和 传递 律 ， 

*6。 下 面 由 关系 主 的 对 称 律 和 传递 律 推出 自 反 律 的 “证 明 ” 共 错误 是 什 
么 ? 

“根据 对 称 律 , 485 推出 5Ra， 根 据 传递 律 , aB86 和 5Ra 推出 aRa.” 

7， 下 列 法 则 中 ， 每 一 个 都 定义 一 个 函数 :2 一 2. 对 每 种 情况 详细 说 
明 其 象 ,以 及 沙 数 是 否 是 单 射 . 

(a) 4F>|a| 十 1 (b) CH>a2， 
(C) CH>2C 十 5， (d) amg. c. d, (a, 6). 

8. 用 正 整 数 的 集合 Z+ 代替 了 , 做 习题 7. 

9， 对 什么 样 的 整数 n， 了 范 数 Zr6z 十 7 在 Za 上 上 是 双 射 ?对 什么 样 的 2， 
函数 zxr*6z+7 在 Z。 上 是 满 射 ? : 

10， 证 明 : 集合 驴 上 任何 关系 及 可 以 看 作 上 因数 f:S2- 140, 1}. 


$1.1z 辐 构 与 自 同 构 
近世 代数 最 重要 的 概念 之 一 是 同 构 的 概念 ， 我 们 现在 对 交换 
_ 环 如 下 定义 这 个 概念 : 
定义 ”两 个 交换 环 且 和 RR' 之 间 的 同 构 是 情 的 元 素 4 与 民 的 
元 素 Qf 的 一 一 对 应 Qaera'， 并 对 所 有 元 素 a 和 5b 满足 条 件 
(a4b)'=a' 46, (ab)’ =a'b'. (23) 
如 果 两 个 环 忆 和 R 之 间 存 在 这 样 的 对 应 , 则 称 它们 是 同 构 的 . 
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基于 规律 (23), 我 们 可 以 说 ， 同 构 ae>*a “保持 和 与 积 "*， 粗 栈 
地 说 ， 两 个 交换 环 当 它们 的 元 素 仅 仅 区 别 于 记号 时 ， 它 们 是 同 构 
的 ， 一 个 恰当 的 例子 是 “ 侦 数 "和 “奇数 ”的 代数 ( 象 8 1. 10 所 讨论 
的 那样 ) 同 整 环 Za 比较 ， 一 一 对 应 

偶数 0 奇数 1 
征 这 两 个 整 环 之 则 的 同 构 ， 这 是 因为 它们 的 对 应 元 素 是 按照 相同 
的 法 则 (参看 (18) 式 ) 相 加 和 相 乘 的 , 

许多 整 环 具有 同 它们 自身 的 同 构 , 这 样 的 同 构 是 很 重要 的 , 它 
称 为 自 同 构 ， 类似 于 几何 图 形 中 的 对 称 性 (参看 8 6.1)， 例 如 , 考 
虑 整 环 ZL 2 ], 在 $1.1 中 它 表 示 所 有 数 m 十 nV 2 的 集合 ， 其 ， 
中 mw 和 % 在 整数 环 Z 中 ,在 非 平凡 的 对 应 mn 5m 一 mn/ 3 
之 下 ,Z[V 互 ] 与 它 自身 同 构 ， 这 种 对 应 是 同 构 ， 因 为 对 任意 a= 
m 二 %V/ 2 和 5 二 mi 十 hi 2 ,我们 有 

(ab)’'=[ m+n 2) Cm +n 2)1 
=[ (mmi + 2nn,) + (mn +mnmnv 2 
二 (mm 十 2921) 一 (mR 十 min)v 2 ， 
a'b' 一 (和 一 2 2 )(mi 一 Mi 2 ) 
= (mmi+2nn) — mnt min)v 2 . 
类 似 地 有 
(ga+b)' =a’ tb". 

任何 同 构 ae>*a 不 仅 保 持 和 与 积 而且 保持 差 . 根据 定义 ， 
a 一 b 是 方程 5 十 x 二 a 的 解 , 所 以 5 十 (a 一 9) =a. 因为 对 应 保持 和 ， 
所 以 b 十 (4 一 0) 二 a ， 这 就 是 说 , (a 一 b) 是 方程 了 十 xz 二 a 的 ( 唯 
一 解 ), 或 者 说 

(a—b)' 一 —b.. 
为 一 个 法 则 是 
0'=0,1 =1, (~—a)'=— (a'). (24) 
。 40 。 


总 之 , 的 零 ( 单 位 元 素 ) 对 应 于 RBR 的 零 ( 单 位 元 素 ). 
后 面 我 们 将 看 到 ， 同 构 的 概念 普遍 应 用 于 代数 系统 ， 我 们 其 
人 在 把 整数 系 措 述 为 有 序 整 环 〈 其 中 每 个 正 整数 集合 具有 最 小 
元 聚 ) 时 我 们 曾 要 求 : 对 于 所 有 的 数学 意义 , 这 些 公设 完整 地 描述 
了 全 体 整 数 ， 现 在 我 们 可 以 把 它 叙述 得 更 确切 (将 在 $2.6 中 证 
明 )， 任意 有 序 整 环 当 它 所 包含 的 全 体 正 元 素 集 合 是 良 序 的 , 它 就 
必定 站 安 于 整数 环 Z，Z 的 “精确 到 同 构 ” 的 这 个 特征 是 最 完全 的 了 ， 
它 可 用 我 们 已 用 过 的 任何 形式 的 公设 系 得 到 ， 因 为 一 般 地 , 显然 ， 
如 果 系 统 妨 满足 这 样 的 公设 系 ， 而 且 5S" 是 另 一 个 同 构 于 5S 的 系 
统 , 那么 S 也 必 满 足 这 些 公设 ， 因 此 , 如 果 六 满足 加 法 交换 律 , 则 
对 心中 一 切 w& 和 刀 a+8=2Ha、 由 于 在 已 知 同 构 之 下 ,它们 的 对 
应 元 素 必 相 等 ， 所 以 (a 十 5)'= (5 十 a)"。 因 为 同 构 保持 和 ， 所 以 
a + =D 十 a'， 这 就 断言 ， 交 换 律 在 RR 中 也 成 立 ， 这 种 论证 具 
有 一 般 性 , 可 应 用 于 我 们 的 一 切 公 设 . 
吉 题 
1， 证 明 : 性 质 (24) 对 任意 同 构 都 成 立 . 
2， 设 ZLW 3] 是 所 有 数 tr 十 nA 3 (m，nEZ) 的 整 环 ， 列 出 Z[M3] 的 
一 个 非 平 凡 自 同 构 . 
3， 证 明 : 对 应 mn Eom+m/ 5 不 是 整 环 Z[M 1 和 ZLM3] 之 
间 的 同 构 . 
4. (a) 证 明 : 在 任意 同 构 之 下 , 满足 方程 zz= 1 十 1 的 元 素 z 必 对 应 于 
满足 方程 只 =1 十 1 的 元 素 9. 
(b) 利用 (a) 证 明 : 和 [\/ 互 ] 和 ZL/ 了] 之 同 不 可 能 有 同 构 ， 
5， 证 明 : 整数 环 Z 没有 非 平 凡 的 自 同 构 
*6. 证 明 ， 只 含有 三 个 元 素 的 整 环 必 同 构 于 2 
7、 证 明 ， 同 构 是 等 价 关 系 ( 即 满足 自 反 律 .对 称 律 和 传递 律 ). 
了 1 ， 


第 二 章 ”有理 数 和 域 


$2.1 域 的 定义 


全 体 有 理 数 组 成 的 整 环 Q 和 全 体 实 数组 成 的 整 环 RR, 具有 整 
数 环 乙 所 不 具备 的 极 重要 的 代数 特征 : 在 它们 之 中 ,任何 方程 az 
“= 二 bl 去 0) 是 可 解 的 ， 其 有 这 个 性 质 的 交换 环 称 为 域 . 我 们 更 站 
证 明 , 在 任何 交换 环 中 , 如 采 所 有 非 零 元 素 有 乘法 闭 ， 那 么 除法 十 
可 能 的 , 并 具有 一 些 熟 知 的 性 质 . | 

定义 ”和 如果 忆 是 一 个 交换 环 ， 并 且 对 每 个 元 素 4 站 0， 它 都 包 

一 个 “ 送 " 元 素 qa ', 满 足 方 程 a ig==1, 那么 请 是 域 ， 
容易 证 明 , 在 任何 域 中 ，§ 1.1 的 消去 律 (ix) 是 成 立 的 ， 这 是 
因为 如 果 c 直 0, 且 ca= cb, 那么 
a=1a= {ce-ic)a=c-i(ca)=06e i!(eb) 
= (cic)6=1b=b,. 
换 句 话说 , 每 个 域 是 一 个 整 环 ， 更 一 般 地 ， 是 域 的 子 整 环 (根据 相 
同 的 理由 )， 相 反 地 , 我 们 将 在 本 节 和 下 一 节 中 指出 ， 任 何 整 环 能 
够 按照 唯一 的 最 小 路 径 被 扩张 成 域 ， 我 们 通过 把 分 数 表 为 整数 之 
商 的 标准 表示 法 来 说 明 扩张 的 方法 . 

定理 1 在 任何 域 中 ， 除 法 ( 堆 除 外 ) 是 可 能 的 而 且 是 唯一 确 
定 的 ， 

证 明 ”我 们 来 证 明 , 在 域 下 中, 对 给 定 的 a 壮 0 和 5, 方程 ax = 
b 在 中 有 唯一 解 x， 如果 oa 和 0， 可 以 用 逆 ao 来 构造 一 个 元 过 
Xx 二 a 1b, 代 入 方程 可 以 验证 它 就 是 ax 一 5 的 解 . 这 个 解 是 瞧 一 的 ， 
因为 根据 前 面 证 过 的 宵 去 律 , 当 4 大 0 时 ， 由 az=6 和 ay=6 可 以 
。 42 。 


推出 x=y. : 证 毕 
我 们 用 二 (ae 除 5 所 得 的 商 ) 表 示 as=5 的 解 ， 特别 , 二 = or 
在 被 看 作 整 环 的 域 中 ， 8$ 1.2 中 列举 的 所 有 代 数 运算 法 则 都 
成 立 ， 通 常 的 商 的 运算 法 则 也 可 以 由 域 的 公设 来 证 明 
定理 2 在 任何 域 中 , 商 遵 种 下 列 法 则 (这 里 五 寺 0,d 二 0): 


(i) < 一 丁当 且 仅 当 ad=be, 


(V) 


(i) 的 证 明 ”假设 条 件 于 = 了 意味 着 o8-!= od-u 由 此 得 
ad=a(b 0b)d= cd i(bd)=ced idb= De. 
反 过 来 ,如果 ad= bc, 那么 
=b!a=b ladd !=b-!bed!=cd-! = 
即 所 要 证 的 ， 
(ii) 的 证 明 注意 到 z= 志和 y= 方 , 分 别 表示 bx=a 和 dy= 
c 的 解 , 这 些 方程 还 可 以 组 合成 
dbzx=da, bay= bc, bd (x+t+y) =ad+t+tbe. 


于 是 x 十 y 是 方程 dz=od 士 pe 的 唯一 解 2= Eb 


(1 的 证 明 如 上 所 述 ,方程 6x 二 a 和 y= 二 c 可 组 合成 
a 43 a 


(bd) (Z9g) = (bX) (dy) 一 00， 
CC 
因此 ZI 一 7 
(iv) 的 证 明 ”在 (iD 中 用 一 所 代 赫 地, 我们 有 


a 1(_ aa 一 so _ 0_ py-is0 
$+) 0 


(v) 的 证 明 ”在 (ii 中 用 卫 代 赫 - 人 我们 有 名 之 一 至， 而 人 


是 方程 gaxz= ap 的 唯一 解 . 显然 ,7 ==1 满足 这 个 方程 ， 因此 名 一 1 


证 毕 
用 类 似 于 刚 用 过 的 那些 论证 , 可 以 证 明 下 列 其 他 熟悉 的 定律 : 
(bd) -一 0 (一 四 -一 一 (2 ), 当 2% 夫 0. (1) 
gt ge 当 5 二 0. (2) 
C C 5¢ 
ad a “@& a 
/$= bob/" bei 
当 b,c, dA0. (3) 
a —a a -a Qa 
575- -6 6 70 人 
其 证 明 将 留 给 读者 作 习 题 . 


存在 各 种 各 样 的 域 , 例如 ， 对 任意 素数 p,3 1.10 中 所 构造 的 整 
环 Z, 是 一 个 域 . 这 由 8$1.9 定 理 16 的 推论 可 以 得 到 ， 再 有 , 如 果 
我 们 假定 全 体 实 数 构成 一 个 域 ， 那 么 我 们 利用 子 域 的 概念 可 以 容 
易 地 构造 出 其 他 域 的 例子 . 

定义 NG 
之 下 构成 一 个 域 , 那么 称 这 个 于 集 为 域 五 的 于 域 ， 

只 要 问题 中 区 运 全 能 名 过 全 那么 所 有 在 五 中 成 立 的 恒等式 
44. 


( 即 交 换 律 ,结合 律 和 分 配 律 ) 在 五 的 任何 子 集中 自然 成 立 . 因此 在 
检验 丈 的 子 集 妨 是 否 是 子 域 时 , 我 们 可 以 不 管 那些 恒等式 的 公设 ， 
而 只 须 检 验 那些 包含 某 个 “存在 性 ?的 公设 ， 比 如 ， 首 元素 的 存在 
性 , 这 就 给 出 下 面 的 结果 : 
定理 3 如 果 域 及 的 子 集 局 包含 着 如 中 的 零 元 素 和 单位 元 素 ， 
心 在 加 法 和 梯 法 之 下 是 封闭 的 ， 筷 中 每 个 4 在 人 中 有 它 的 负 元 素 
和 它 的 逆 元 素 6 (假定 G 夭 0) 那么 避 是 子 域 . 
现在 用 定理 3 可 以 证 明 ， 所 有 形 如 a 十 bW 2 的 实数 的 集合 是 
实数 域 的 一 个 子 域 ， 其 中 系数 a 和 5 是 有 理 数 ， 这 个 子 域 通 当 记 
作 Q(Y 2)， 这 里 Q 表示 有 理 数 域 . 可 以 应 用 定理 3 是 因为 ， 
Q (V 2 ) 中 任意 两 个 数 的 和 是 另 一 个 同样 形式 的 数 , 类 似 地 , 两 个 
数 的 积 是 
(a+bv 2) (ct+av 2)=(ac+ 26d)+ (be +ad)v 2. 
再 有 , Q(MV 2 ) 包 含 0=0+0wV 了 ,1=1+0wVZ， 并 且 如 果 它 包含 
GG 十 bY 2 ， 则 也 包含 
—(atbV 3)=—a-— _VE. 
最 后 , 任何 非 零 元 素 的 道 元 素 (ae+Dw 2)-! 可 以 通过 “分 母 有 理 
化 ?来 求 出 ， 


1] 1 (2 一 2 
4 十 DA] 2 4 二 BA 2 p93) 
a b -一 
Ta ar ob 2° 
新 的 分 母 4 一 20” 不 会 是 零 ( 在 8 3.6 中 将 给 出 证 明 ), 求 得 的 逆 元 
素 具 有 所 要 求 的 形式 a 二 BA/ 2 , 其 中 系数 


1 uu 1 b 
oo 一 一 万 二 77 


是 有 理 数 ， 我 们 容易 验证 , 这 个 逆 元 素 确 实 满足 方程 
(a' 十 DiV 2)(at+bv 2)=1. 
® 4 + 


类 似 地 ， 所 有 实数 a 十 bY 5 十 cMV25 的 集合 Q(Y 5 ) 是 一 
成, 其 中 a, b,c 是 有 理 数 ， 几 平 同 QCV 2 ) 一 样 ， 在 这 个 集合 中 ， 
加 法 、 减 法 和 乘法 可 以 进行 , 这 里 用 到 这 样 一 个 事实 : (V5)?=5 
是 有 理 数 .最 后 , 由 于 方程 式 

(十 DA 5 十 cs25) (z+y™ 5 十 3225) 
二 1 十 0M 5 十 0wV25 

等 价 于 一 个 联 立 线性 方程 组 , 而 方程 组 总 是 能 够 解 出 x,y 和 z， 除 
韭 4=5=c=0, 于 是 (a+5V 5 十 e325)-! 可 以 计算 出 来 : 

如 采 我 们 假定 存在 一 个 由 所 有 复数 4 十 2; 构成 的 域 ， 其 中 
i 二 VY 一 1, 4 与 5 是 实数 ,那么 我 们 还 可 以 构造 其 他 子 域 .二 次 方程 

0 十 O 十 1=0 


在 复数 中 有 根 0 二 二 LV 一 3 一 i. (注意 , 因为， 
OC—1= (0—1)(o:+w+1)=0, 
所 以 @ 是 一 个 “ 虚 ” 的 单位 立方 根 ! ) 所 有 数 a 十 bo (a, 5 为 有 理 数 ) 
构成 复数 域 的 一 个 子 域 Q(o), 这 是 因为 
(gt+bo)++ (ci+dw)= (at+c) + +d)o, 
(a+bw) (c+dw)=actit (betad)ow+bado? 
: (ac—bad)+ betad—obd)o, 
这 里 用 了 等 式 ?二 一 一 1 来 去 挤 o2 项， 进一步 ， 对 任意 a 十 bo% 
天 0, 它 在 这 个 集合 中 有 一 个 道 元 素 , 这 是 因为 


(D 一 | G2 一 0 十 六 2 


一 0 十 下 a —abtb’ =1. 


(atbo)| 了 


这 个 逆 元 素 中 的 分 母 @? 一 ab 十 5 决 不 会 是 零 , 因为 


a2 -一 CD +b? 0 + 《2 一 —0)° 
2 2 


一 定 是 正 的 , 除非 a=65=0. 
se 村 万 。 


习 题 
1， 从 域 的 公设 出 发 证 明 公 式 (1)~(4). 
2， 在 Zi 中 , 对 每 个 c 直 0, 列 出 c-: 的 表 ， 
3， 如果 假 定 实数 集合 是 一 全 域 , 下 列 实 : 数 子 集中 哪 一 个 是 域 ? 
(a) 全 体 正 整数 . 
(b) 全 体形 如 sa 十 bw 3 的 数 , 此 处 ,5 是 有 理 数 . 
(c) 全 体形 如 a 十 8635 的 数 , 此 处 a, 是 有 理 数 ， 
“”(d) 全 体 不 是 整数 的 有 理 数 ， 
(e) 全 体 数 a 十 BM 5, 此 处 6,5 是 有 理 数 . 
4. 证 明 ， 在 定理 3 中 ,， 条件 “0€S 和 LS 可 用 条 件 至 少 包含 两 个 元 
素 "代替 ， (提示 : 考虑 az=a) 
*5。 证明 : 由 $1.1 中 的 公设 (让 (让 和 (iv)~~(vi) 以 及 下 面 的 《viii')， 
可 以 推出 定律 a 十 6 二 68 十 a. 
(Viii') 对 五 中 每 个 9, 方程 ao 十 +=0 和 2# 二 =0 在 玉 中 有 解 zx 和 3 
每 个 与 域 同 构 的 整 环 本 身 是 域 吗 ? 为 什么 ? 
， 证 明 ， 有 理 数 域 Q 的 唯一 的 子 域 是 @Q 本 身 . 
.对 于 子 整 环 , 叙述 并 证 明 类 似 于 定理 3 的 定理 ， 
证 明 ，Q(MV 2) 的 子 域 或 者 是 Q 本 身 , 或 者 是 整个 域 Q(V 2). 
10。 如果 &S 和 AS 是 给 定 的 域 了 的 两 个 子 域 ， 证 明和 S 公共 元 素 的 集 
合 也 是 一 个 子 域 . 
.你 能 氢 述 关于 Z( 以 及 2Z,) 的 可 能 子 整 环 的 一 般 性 定理 吗 ? 
*12、 构 造 四 元 素 域 的 加 法 表 和 乘法 表 ， 假定 这 四 元 素 域 满足 1 十 1=0( 加 
法 是 模 2 的 ), 并 且 存 在 元 素 x, 使 得 人 =w 十 1. 
*13， 找 出 习题 12 的 域 的 子 域 . 


OO 0 No 


$ 2.2 有 理 数 域 的 构造 


在 第 一 章 中 假定 了 全 体 整 数 的 良 序 整 环 乙 的 存在 ; 现在 我 们 
将 严格 地 证 明 , 有 理 数 域 Q( 有 序 的) 能 够 由 乙 构 进 出 . 实际 上 ,更 
一 般 地 ,我们 将 证 明 , 类 似 的 构造 可 以 应 用 到 任何 整 环 上 去 . : 
仅仅 岂 全 体 整 数 不 能 构成 域 ， 由 整数 构造 有 理 数 在 本 质 上 
“47 。 


是 构造 了 包含 全 体 整 数 在 内 的 域 . 显然 , 这 个 域 还 必须 包含 所 有 方 
程 bx=a 的 解 , 其 中 系数 op 二 0 都 是 整数 ， 为 了 从 这 些 方程 的 解 
抽象 地 构造 “有 理 数 ”, 我 们 简单 地 引入 某 些 新 记号 (或 称 数 偶 )7r= 
”(a,5)， 每 个 记号 代表 一 个 方程 bz=a 的 解 ， 为 此 我 们 必须 说 明 ， 


这 些 新 记号 完全 象 域 中 的 商 却 那样 可 以 相 加 、 相 乘 和 相等 (定理 2 


(1) ~ (111)). 
不 管 我 们 从 整数 环 Z, 还 是 从 其 他 一 些 整 环 DD 出 发 ,上 述 的 说 
明 是 很 有 意义 的 ， 这 可 以 确切 地 描述 如 下 ; 
定义 ” 设 品 为 任意 整 环 ,， 品 的 商 域 Q(D) 是 由 所 有 数 偶 (a, 2D) 
组 成 , 其 中 4, bED 并 且 6b 关 0. 这 种 数 偶 的 “相等 ”由 下 面 约定 来 确 
定 ; 
(4a， 四 三 (a',b') 当 且 仅 当 wp 一 0D， (5) 


而 数 偶 的 和 与 积分 别 由 下 列 约 定 来 确定 ;: 
/ (a,b) + (a,b')= (ab' +a'b, bb )， (6) 
(a, 6): (40 ) 一 (aa，DD )， (7) 


注意 , 因为 DD 不 包含 “ 零 因子 ”(§ 1.2 定理 1)， 在 (6) 和 (7) 中 
的 乘积 28 才 0, 所 以 8(D) 在 加 法 和 乘法 之 下 是 封闭 的 . 

我 们 希望 数 偶 之 闻 的 “ 同 余 ” 关系“ 志 ” 与 相等 关系 一 致 ， 由 于 
这 个 关系 不 是 正式 的 恒 等 关 系 ((a, 了) 与 (a', 8) 恒 等 的 意思 是 4= 
0 ,5b 二 5), 所 以 我 们 必须 证 明 , 这 个 同 余 具有 $1.2 中 列举 的 相等 
的 性 质 ( 对 于 正式 的 恒 等 ， 这 些 性 质 将 是 显然 的 )， 首 先 我 们 通过 
直接 的 论证 可 以 证 明 = 满足 自 反 律 , 对 称 律 和 传递 律 . 其 次 , 和 
与 积 在 同 余 意义 下 是 唯一 确定 的 ， 例 如 , 由 (a, 5) 三 (a',5') 可 推出 
(cba ,5 ) 三 (a ,5) 十 (a ,5'). 上面 结论 中 的 每 个 和 用 (6) 
式 那样 的 公式 给 出 , 而 且 所 得 的 这 两 个 数 偶 在 (5) 式 的 意义 下 是 同 
余 的 当 且 仅 当 
as。 A8 。 


(ab’+a"b)b'b" = (ob +a'b) bo". 

而 这 个 等 式 是 由 假设 条 件 (a, 28) 三 (a',8')( 即 ab'==a5) 得 出 ,类似 
地 , 对 于 乘积 的 唯一 性 断言 也 是 成 立 的 ， 我 们 得 出 结论 ， 由 (5) 式 
定义 的 相等 具有 所 要 求 的 性 质 

现在 可 以 验证 @(D) 中 的 各 种 代数 定律 ， 例如 分 配 律 , 根据 定 
义 (6) 和 (7)， 按 照 下 面 的 方法 我 们 可 以 一 步 一 步 地 化 简 定 律 的 每 
一 边 ， 设 7,7 和 ?7 是 任意 三 个 数 偶 ， 

7r(7 十 ?7 ) 77 rr 

(6;, b)[ Ca’,b)i (a,b)] (a,b)(a',b’) + (a,b) (025 ) 

(a,b)} (a'b’" +a’'b',bb") (aa’, 86') + (ao , bb” ) 

(aa'b’ +aao' b',bb'b’) (aa'bb" 十 ao bb', bb'bb" ). 
最 后 一 行 的 两 边 给 出 了 在 (5) 的 意义 下 相等 的 数 偶 , 这 是 因为 右边 
与 左边 的 差别 只 是 在 右边 所 有 项 中 多 出 现 一 个 非 零 因 子 5，， 在 数 
偶 中 这 样 一 个 额外 因子 使 数 偶 总 保持 相等 , 即 (bx, by) 三 (x,y), 因 
为 根据 (5) 式 这 个 等 式 相 当 于 恒等式 bxy 一 byx. 

Q(D) 中 这 个 分 配 律 的 清楚 的 证 明 只 作为 证 例 ， 同 样 , 我 们 可 
以 直接 运用 DD 中 的 定义 和 定律 证 明 结 合 律 和 交换 律 ， 加 法 单位 元 
素 ( 零 ) 是 数 偶 (0, 1), 因为 . 

(0, 1) + (6,8) = (0.8 十 1.a,1.0) = (a, b). 

同样 , 消去 律 也 成 立 , 并 且 数 偶 (1, 1) 是 乘法 单位 元 素 ， (ca, 0 的 负 
元 素 是 一 (a,5) 二 (一 a,5)， 这 就 验证 了 8 1.1 中 所 列 的 关于 整 环 
的 一 切 公 设 ， 

定理 4 对 任意 整 环 D, 商 域 8(D) 是 一 个 域 , 

证 明 ” 剩 下 只 须 证 明 每 个 方程 vx=1( 其 中 7 二 0) 在 @(CD) 中 
有 一 个 解 .也 就 是 说 , 对 每 个 7 二 0, 在 8(D) 中 存在 7 的 逆 元 素 . 这 
是 容易 证 明 的 ， 更 一 般 地 , 任意 方程 

| 《a, 0b) (x, 四) 三 (ce,4), 其 中 (a,5) 直 (0, 1)， (8) 
se 49 ， 


由 (3) 式 给 出 一 个 解 , 即 
(z, y) = (be, ad). (8 ) 
这 是 因为 ， 把 9 的 值 直 接 代 入 方程 后 有 
(a, 6) (be¢, ad) = (abc, bad) 

义 因 为 abcd= 二 badc， 所 以 abe, bad) 二 (ce, d)， 人 假设 条 件 (a,5) 直 
(0, 1) 保证 了 a 竹 0, 因此 (z, 引 的 第 二 项 ad 不 为 零 . 正如 有 理 数 定 
义 所 要 求 的 那样 . 证 毕 

我 们 现在 希望 证 明 ， Q(D) 实 际 上 包含 着 原来 的 整 环 DD 作为 它 
的 于 整 环 , 换 句 话说 , 8 (D) 实 际 上 是 DD 的 扩张 ， 严 格 说 来 , 这 是 不 
可 能 的 , 因为 数 偶 (a,5) 不 象 D 中 那样 的 元 素 ， 不 过 我 们 可 以 把 每 
个 ac 中 与 (a, 1) 联 系 起 来 , 在 相等 、 加 法 和 乘法 之 下 , (a, 1) 具有 的 
性 质 宛 全 象 a 一样, 如 下 所 示 : 

(a, 1)+ (6,1)= (a:1+6.:1,1:1) = (a+b, 1), 
(a, 1). (6,1)= (6:6,1:1)= (ab, 1), 
(a, 1) 三 (5,1) 当 且 仪 当 4=5b. 

我 们 可 以 断定 ， 一 一 对 应 ae> (a, 1) 是 给 定 的 整 环 D 到 域 0(D) 
二 的 子 整 坏 上 的 一 个 同 构 ， 此外, 方程 (8) 和 (8 ) 表 明 , 任何 数 偶 
7 二 (Ga, 6)EQ(D) 是 方程 (5, 1)7 二 (a, 1) 或 者 br 二 a 的 解 ， 因 此 = 
(a, 5) 是 商 志 ,这 就 证 明了 

定理 5 任何 整 环 刀 能够 同 构 地 嵌入 域 9(D) 中 ,@(D) 的 每 个 
元 素 是 已 中 两 个 元 素 的 商 . 

特别 ， 把 定理 5 用 到 整数 环 乙 上， 事实 上 在 上 述 论 证 中 始终 
想到 D=Z 这 一 特殊 情形 ， 因 此 @(D) =@(Z) 是 全 体 普 通 分 数 的 
集合 ， 所 以 我 们 有 

推论 整数 环 乙 可 以 作为 子 整 环 嵌 入 域 Q=QC(CZ) 中 ， 域 @Q 
的 每 个 元 素 是 整数 的 商 二 ,其 中 六 0 


® 0 。 


我 们 现在 指出 , 有 理 数 域 Q 一 (2) 实际 上 已 通过 前 面 的 论述 
侯 精 确 地 表征 出 来 (精确 到 同 构 ). 因为 Z 是 由 它 的 公设 所 定义 ( 仪 
精确 到 同 构 ), 所 以 这 象 我 们 所 希望 的 那样 是 完备 的 表征 . 事实 上 ， 
我 们 将 证 明 , 任何 整 环 D 都 有 类 似 的 结果 . 

定理 6 设 整 环 刀 作为 子 整 环 包 含 在 任意 一 个 域 下 中 ,那么 卫 


中 所 有 形 为 和 (其 中 ,bED，5 冯 0) 的 元 素 组 成 的 集合 是 忆 的 一 个 


子 域 8 并 且 在 对 应 ty (0 5) 之 下 这 个 子 域 人 与 Q(DD) 同 构 . 


注 ”两 个 域 了 和 F' 之 间 的 同 构 是 指 ， 把 了 和 7" 看 作 交换 环 
时 它们 之 间 的 同 构 ， 特 别 , 它 是 了 和" 之 间 满 足下 列 性 质 的 一 一 
对 应 , 即 如 果 zez 和 yy', 那么 

(Zt) ty ) 和 7) yy). 


证 明 ” 域 卫 包含 商 坟 , 这 个 商 是 方程 bz 一 4 的 解 , 其 系数 a 和 


b 十 0 在 DD 中 ， 所 有 这 些 商 的 集合 态 包 含 所 有 整数 =a. 根据 定理 


2 中 的 法 则 ,S 在 加 法 、 减 法 、 乘 法 和 除法 之 下 是 封闭 的 , 于是, 在 
的 这 旦 运算 之 下 ,SS 可 以 描述 成 了 的 闭 包 , 总 之 ,3 是 一 个 域 ( 定 
理 3). 


这 些 商 所 以 定理 2 的 (i)~(ii) 所 搞 述 的 方式 进行 相 加 、 相 乘 


以 及 表示 相等 , 完全 相同 的 法 则 用 到 数 偶 (a, 5) 上 , 因此 对 有 2 
(a,5) 是 吃 的 闭 包 5 到 8(D) 上 的 一 个 同 构 ， 证 毕 
特别 注意 , 这 个 对 应 把 DD 中 每 个 a 了 映 上 到 本 + (a, 1) 一 ww 


联合 定理 6 和 前 面 的 推论 我 们 得 到 
定理 ?7 浆 数 环 世 可 以 按照 一 种 且 只 有 一 种 方式 被 嵌入 域 
。51 。 


Q=@(Z) 中 , 使 得 Q 的 每 个 元 素 是 两 个 整数 的 商 . 
这 就 完成 了 由 整数 环 Z 构 造 有 理 数 域 Q. 


局 题 
1， 详细 证 明 : 数 偶 乘法 的 交换 律 和 结合 律 . 
2， 证明: 由 (5) 所 定义 的 “相等 "关系 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 ， 
3， 设 ZL 纪 是 所 有 复数 a 十 bi 的 集合 , 这 里 4a 和 5 为 整数 , ?= 一 1 
(a) 请 楚 地 叙述 两 个 这 样 的 数 是 怎样 相 加 和 相 乘 的 . 
(b) 证 明 它 们 构成 一 个 整 环 . 
(c) 搞 述 它 的 商 域 , 
. 模 6 整数 环 Zu 能够 媒人 一 个 域 吗 ? 为 什么 ? 
， 描 述 模 5 整数 环 Z; 的 商 域 ， 
， 域 Q 的 商 域 是 什么 ? 把 它 一 般 化 . 
证 明 : 在 两 个 域 之 间 的 任何 同 构 foOF 之 下 ， 由 aoaoa'，beb 和 


ce (假定 c 头 0) 可 推出 c-iee-: 和 be 1. 12 习题 1). 


i 


8， 证明; 对 应 at+bV 7 a 十 bY 11(a,。 为 有 理 数 ) 不 是 同 构 . 
*9。 证明; 形 为 a+b\V 7 的 数 构成 的 域 Q(w 7 ) 与 形 为 a+b\V 1 的 数 
构成 的 域 Q(VT1) 之 间 不 存在 同 构 (g, 为 有 再 数 )，、( 提 示 : 证 明 没 有 元 素 
能 与 V7 对 应 .) 


10。 关 于 从 同 构 的 整 环 刀 和 六 产生 的 名 和 所 构成 的 商城 你 能 说 些 什 


么 ? 并 证 明 你 的 命题 . , 

*11。 证 明 : 杂 不 是 0 也 不 是 士 1 的 任何 有 理 数 可 以 唯一 地 表示 成 
土 p11… Pr? 的 形式 ， 其 中 PD; 是 正 素 数 ， 通 合 1<2<2D 一 …<Br， 指 数 。， 
是 正 整数 或 负 整 数 . 


*12， 证 明 : 任何 有 理 数 一 关 0 可 以 唯一 地 表示 成 


7_Lo po. on 
一 tartart Ta 


的 形式 , 其 中 % 为 适当 的 整数 , 每 个 b 是 整数 , 适合 0 和 太一 久 当 有 >>1, ， 并且 
bs 0. 
ss 52 *。 


13， 设 2 为 固定 的 素数 , 证 明 : 适合 与 p 互 素 的 所 有 有 理 数 卫 的 集合 
Vip) 让 一 个 整 环 . Zp 与 它 的 商 域 是 一 致 的 . 

14， 找 出 Q 中 包含 有 再 数 二 和 二 的 最 小 子 整 环 . 

*15， 描 述 Q 的 所 有 可 能 的 子 整 环 . 

16， 证 明 : 任何 恰 有 两 个 元 素 的 域 与 Z。 同 构 . 

17， 设 整 环 Z[A/ 3 ] 是 由 所 有 数 gs 十 pv/ 3 组 成 ， 其 中 和 为 整数 , 证 
明 这 个 整 环 有 一 个 商 域 , 它 同 构 于 所 有 形 为 * 十 sW 3 的 实数 组 成 的 集合 , 其 
中 > 和 8# 是 有 理 数 , 并 得 到 一 个 明显 的 同 构 . 


$2.3 联 立 线性 方程 


一 个 域 不 一 定 由 通 和 的 “ 数 " 组 成 , 比如 , 如 果 2 为 素数 ， 则 所 
有 模 7 的 整数 就 构成 一 个 只 包含 有 限 多 个 不 同 ( 即 不 同 余 ) 元 素 的 
域 ， 整 环 Z, 是 域 这 个 事实 是 下 面 定 理 的 推论 ， 

定理 8 任何 有 限 整 环 娓 是 一 个 域 . 

证 明 忆 是 有 限 的 这 个 假设 意味 着 已 的 元 素 全 部 可 以 列 出 
来 , 排 成 Bb, 52,…,b,, 此 处 2 为 某 正 整数 (一 般 有 限 集 的 讨论 见 第 
十 二 章 ). 为 证 明 D 是 域 ,我们 只 须 证 明 D 的 任意 指定 的 元 娄 a 直 0 
在 已 中 有 一 个 道 元 素性 舍 所 有 的 乘积 

abi1,a02,… 00 《0 0 0, 为 也 中 元 素 )， (9) 
这 给 出 了 中 几 个 全 不 相同 的 元 和 到, 因为 不 然 , 如 果 对 某 i 王 j》 有 ab， 
=abj, 则 根据 消去 律 , 消去 a 留 下 5; 二 6,, 这 与 假定 5;(i=1,2,…， 
n) 是 不 同 元 迪 相 违背 .因为 D 中 的 全 部 元 素 都 列 在 表 (9) 中 ,DD 的 
单位 元 又 1 也 必 出 现在 表 中 某 个 位 置 上 , 比如 1==ab;, 那么 相应 的 
元 素 0; 就 是 所 要 求 的 元 素 a 的 道 元 素 . 证 毕 

根据 上 述 证 明 , 为 在 Zs 中 精确 地 找 出 逆 元 素 , 可 以 对 Z; 中 所 
有 可 能 的 数 5; 进行 试验 来 得 到 ， 道 元素 还 可 以 直接 算出 , 这 是 因 
为 Z; 中 方程 ax 二 1( 其 中 4 才 0) 只 不 过 是 同 余 方 程 ax 寺 1(mod 1) 

eo 53 。 


(其 中 a 寺 0) 的 必 一 种 形式 , 而 且 后 着 可 以 根据 8$1.9 定理 16 所 述 


的 欧 几 里 得 算法 求 出 整数 解 x. 
值得 注意 的 是 , 联 立 线性 方程 的 整个 理论 应 用 到 一 般 域 上 . 例 
如 考虑 两 个 联 立 方程 
ax+by=e, (10) 
cr+ay=f. 


式 中 字母 w …;, 了 表示 域 下 的 任意 元 素 ， 第 一 个 方程 乘 以 d， 第 二 
个 方程 乘 以 2 然后 相 减 ,我 们 得 到 (ad 一 bc)x=de 一 bf; 第 二 个 方 
程 乘 以 a, 第 一 个 方程 乘 以 c, 然后 相 减 , 得 到 (ad 一 bc)y= 二 af 一 ce， 
因此 , 如 果 我 们 定义 (10) 的 系数 行列 式 ( 参 见 第 十 革 ) 为 


a 


A = 
C 


] 
ad—bce, 
d 


当 A 才 0 时 , 则 方程 (10) 有 和 解 
r=, y= (A=ad-be). (10) 
而 且 没 有 其 他 解 ， 但 是 当 A=0 时 ,方程 (10) 或 者 没有 解 或 者 有 很 
多 解 (后 者 仅 当 c= ka, 4 二 6, 了 二 ke 时 才 发 生 , 也 就 是 两 个 方程 是 
“成 比例 的 ). 
高 斯 (Gauss) 消去 法 ”前面 消 去 法 的 方法 可 以 推广 到 形 为 
Guz + Qt2t+ 十 Gap 一 0 
0211 十 G2202 十 十 G2n0pn = b,, 
(11) 
AmiT1 + mT? mn Tn = bm 
的 % 个 未 知 数 z1,…, zi 的 天 个 联 立 线性 方程 ， 这 里 不 仅 已 知 系 数 
0 0 而 且 未 知 数 ,部 被 限制 在 指定 的 域 了 上 . 为 求 出 已 知 方程 
组 的 全 部 解 ,我们 现在 将 叙述 称 为 高 斯 消去 法 的 一 般 方法 , 其 想法 
是 用 简单 的 方程 组 代替 已 知 方程 组 ， 这 个 简单 的 方程 组 等 价 于 已 
。54 。 
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知 方程 组 , 即 它们 是 同 解 方程 组 . (例如 , 退化 方程 0.zi 十 … 十 0.z， 
=b,; 与 0 二 b; 等 价 ,而 0=5; 是 不 一 定 能 满足 的 .) z 
”采用 缩写 记号 , 我们 只 写 下 第 i 个 方程 ,并 把 它 表示 成 样本 项 
pi; 对 ) 二 1,…, 1 求 和 , 即 写成 
/ Sg =b, 二 1,…, m; 所 有 ai;EF. (11’) 
了 一 
我 们 分 两 种 情况 对 未 知 数 的 个 数 n 用 归纳 法 进行 论证 . 
“情况 1 每 个 wii=0. 那 末 显然 方程 组 (11 ) 等 价 于 mn 一 1 个 未 
知 数 zz or 的 多 个 方程 的 一 个 “ 较 小 的 ?方程 组 ; 对 于 较 小 的 方 
程 组 的 任何 解 来 说 , zi 是 任意 的 ， 
情况 2 菏 一 个 oi 大 0， 通 过 两 个 方程 的 调换 (如 果 必 要 的 
话 ), 我 们 得 到 等 价 的 方程 组 ， 使 得 qi1 才 0. 当 第 一 个 方程 乘 以 ai 
时 , 我 们 则 得 到 一 个 等 价 的 方程 组 ， 其 中 al 三 1， 然 后 , 依次 从 第 
i 个 方程 (i 二 2,…,m) 减 去 新 的 第 一 个 方程 的 ail 倍 , 我 们 便 得 到 
形 如 
0I 十 Gl202 十 Cl1303 十 十 Clan 一 六 1 
QT2 十 Gas 十 … 十 Conn =by, (12) 
二 0 二 
的 等 价 方程 组 ， 例 如 , 在 域 Z1; 上 ,方程 组 
3z 十 5 十 7z 三 6， 
57 十 98 十 02 三/， 
27X7 十 Yy 十 4z 三 3. 
用 这 个 方法 将 化 为 
x 十 9y--6z 夺 2， 
8y 十 9z 三 8,， 
5 十 32 三 上 0， 
® 本 +» 


这 里 所 有 方程 都 理解 成 是 模 11 的 . 

对 m 用 归纳 法 进行 论证 , 我 们 得 到 

定理 9 任意 兄 个 未 知 数 胡 个 方程 的 联 立 线性 方程 组 (11) 可 
化 为 一 个 等 价 的 方程 组 ， 这 个 等 价 方 程 组 的 第 ?个 方程 具有 形式 


Wit Cait1Titlt Ci +2mi42 TT CinT = A;, (13) 


”这 里 属于 {1, 2,…,m} 中 7 个 数组 成 的 菜 个 子 集 ， 然 后 再 加 上 


m 一 7? 个 形 为 0==qdi 的 方程 

证 明 ”如 果 总 是 出 现 情况 2， 则 我 们 得 到 形 为 (12) 的 色 个 方 
程 , 并 且 称 原 方程 组 是 相 容 的 ， 如 果 出 现 情况 1， 则 我 们 可 以 得 到 
形 为 0=Qi 的 一 组 退化 方程 . 如 朱 所 有 的 Qi 二 0, 则 可 以 不 必 考 虑 
0=wx 的 那些 方程 , 如果 有 一 个 d; 半 9， 则 原 方程 组 (11) 是 不 相 容 


的 (没有 解 ). 证 毕 
详细 写 出 方程 组 (13) 如 下 


Wi CioTo tt Ciara :CinTn =A), 


Wo 十 C2303 十 十 Can = Qo, 


1 十 … 十 Cl 一 以 (rm) 

可 称 为 梯形 方程 组 z 

任何 梯形 方程 组 (13) 的 解法 是 容易 描述 的 . 逐次 游 虑 zzr-b 
…，X1。 如果 在 该 序列 中 出 现 的 是 方程 组 (13) 中 某 个 方程 的 第 
一 个 变量 , 那么 它 可 通过 zx,…, zi+1 由 下 面 关 系 确定 出 来 

Ti = di— Crditl— Cisit2Tit2— *"* — Cindn. (13') 

否则 ; 这 个 x; 可 以 取 任 意 值 ， 这 就 证 明了 

推论 ”在 定理 9 所 说 的 相 容 情况 下 , (11) 的 全 部 解 确定 如 下 . 
不 出 现在 (13) 各 式 首 位 的 m 一 ?个 变量 Xi 可 以 任意 取 值 (它们 是 
自由 变量 ). 任意 选取 这 些 wi 之 后 ,代入 (130) 式 便 可 逐步 地 算出 剩 
下 的 变量 入. 
。 56 « 


在 前 面 举 出 的 具体 例子 中 ， 首 先 8g 二 9z=8(mod 11) 可 化 为 
y 十 8z 三 1(mod 11)， 这 个 方程 秉 以 5 后 去 减 方 程 5y 十 3z 三 10 
(mod 11), 我 们 得 7z 三 5(mod 11), 因此 z==7(mod 11)， 于 是 已 
知 方程 组 的 梯形 方程 组 是 
T+ 9y+i+6z=2 
y+ 8z=1y (mod 11). 
2 三 7 
我 们 解 得 y 三 1 一 8z 三 0(mod 11) 和 X= 三 2 一 9y 一 6z 三 4(mod 11). 将 
z 一 4,y=0,2 一 7 代入 原 方程 , 可 以 验证 它 是 原 方程 的 解 / 
如 果 (11) 右边 的 常数 5; 全 都 为 零 , 则 称 方程 组 为 齐 次 的 、 这 
类 方程 组 总 有 (平凡 ) 解 =x2= 二 … 二 x 二 0. 它 可 能 不 存在 非 平凡 
解 , 但 是 如 果 变 量 的 个 数 超过 方程 的 个 数 , 那么 方程 组 (13) 的 最 后 
一 个 方程 总 还 包含 可 任意 取 值 的 自由 变量 ， 此 外 ， 对 于 齐 次 方程 
组 来 说 , 决 不 会 出 现 可 能 矛盾 的 方程 0==d;, 因此 有 
定理 10 % 个 交 量 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 ， 当 Mm 二 nn 时， 
总 有 非 全 为 零 的 解 . 


习 题 
1}。 解 下 列 联 立 同 余 式 : 
3 三 ] 
(3 ) 2 (mod 7); 
4 十 6088 三: 


22 十 71 三 3 
(b) jet 42 二 6 (mod 11); 
47 二 73 十 2 三 0 
X—2Yy 2 三 5 
《(C) ea 三 7 (mod 13) . 
5Z 一 33 十 42 三 1 
2， 删 去 习题 1(a) 和 (b) 方 程 中 的 模 , 在 有 理 数 域 Q 中 求解 . 
3， 在 Q@( 2) 中 解 联 立 方程 


{YY 

(2— /2)7+(3— V2)y=1. 

4， 求 出 下 列 联 立 同 余 式 的 全 部 非 同 余 解 : 
和 y 十 2 三 0 
3X 十 2 十 42 三 1 

5， 求 出 下 列 联 立 同 余 式 的 全 部 非 同 余 解 : 

YX 十 23 一 2 十 of 三 4 
(a) 


(mod 5)., 


27xX 二 S59y 十 zz 十 2t 三 1 (mod 7); 
T++3y 二 2z 十 6# 三 2 
7 二 y 十 2 三 ] 
(D) [3 apt 32 (mod 5). 
6， 证 明 : 两 个 方程 / 
2 ST 十 … 十 OCX 一 《 
bw 二"… 二 bX ,=d 
总 有 解 , 这 里 系数 在 给 定 的 域 中 ， 并 假定 不 存在 常数 站 0 和 m 半 0 使 得 对 于 
1 二 1， ,2 有 Kai = mb 和 
”7 证明: 如 果 (z1,…, zw") 是 齐 次 线性 方程 组 的 任意 解 ， 那 么 (一 21,…， 
一 2 加) 是 另 一 个 解 . 关于 这 两 个 解 的 和 能 说 些 什么 ? 
*8。 (a) 证 明 : 三 个 联 立 方程 
ar+bytez=d, 
42 十 B y+te z=d, 
oz+b y+ce z=d” 
在 任意 域 了 上 有 唯一 解 , 这 里 3X3 行列 式 
A=ab'c’+a b’cto’be' 一 GD ce 一 4 be’— ab’e’' G0. 
(b) 写 出 (a) 中 计算 xz 的 公式 ， 并 用 它 证 明 x=4 是 (12) 式 下 面 列 出 
的 Zu 上 三 个 联 立 线性 方程 的 解 ， 


$2.4 有 序 域 
如 果 域 了 包含“ 正 "元素 集合 P，$§ 1. 3 中 所 列 的 加 法 律 、 乘 法 
律 和 三 分 律 成 立 , 则 称 域 下 是 有 序 的 ， 换 名 话说 , 当 把 一 个 域 看 作 
整 环 时 , 如 果 它 是 一 个 有 序 整 环 , 则 这 个 域 是 有 序 域 ， 根据 经 验 知 


9 。 


道 , 全体 有 理 数 就 构成 这 样 的 有 序 域 , 现在 我 们 从 构造 有 理 数 为 整 
数 偶 出 发 来 证 明 这 一 点 , 并 进一步 指出 ， 这 种 “ 自 然 "排序 的 方法 
是 把 有 理 数 域 作 成 有 序 域 的 唯一 方法 . 

首先 回忆 一 下 , 任何 有 序 整 环 中 ， 非 零 元 素 5 的 平方 5 总 是 


正 的 。 如 果 商 是 正 的 , 则 乘积 (名 jo*=ab 也 必 为 正 的 ， 反 之 亦 


真 。 因 此 ,在 任意 有 序 域 中 ， 


>0 当 目 仅 当 ”ab 汪 0， (14) 


而 有 理 数 (a, 5) 的 意思 是 表示 高， 因此 我 们 定义 有 理 数 (a, 如 ) 是 


正 的 当 且 仅 当 在 Z 中 乘积 ab 是 正 的 . 

定理 11 如 有 果 定 义 (a,5)>>0 意味 着 整数 00 是 正 的 ， 则 全 体 
有 理 数 构成 一 个 有 序 域 . 

证 明 ”我们 按 前 面 的 习惯 定义 了 相等 之 后 ， 必 须 证明 与 正 元 
素 相 等 的 元 素 是 正 的 : 由 (a,5)>>0 和 (a，5) 三 (c,d) 推 出 (e,) 
>0. 这 是 正确 的 , 因为 ca 与 5?cd 同 号 , ab 与 abd? 同 号 ， 根 据 假 
设 ad=bc， 有 abd?= 562c4， 所 需 的 加 法 律 、 乘 法 律 和 三 分 律 也 成 
立 ， 例 如 ， 两 个 正 的 数 偶 (a,5) 与 (c,q) 的 和 是 正 的 , 这 是 因为 , 由 
ap>0 和 cd 汪 0 推出 d*ab 汪 0 和 b*cQ 二 0, 因 此 

bd (ad + be) =d’ab + bcd>0, 


”这 就 是 说 , 和 (ad 十 be, pd) 是 正 的 ， 最后， 分 数 “ 正 ?元 素 的 定义 同 


表示 整数 的 特殊 分 数 (a,1) 的 自然 顺序 是 一 致 的 ,这 是 因为 ， 根 据 

定义 (14)， 只 有 当 w1 二 0 时 , (a,1) 才 是 正 的 . 证 芋 

因为 定理 11 的 证 明 中 只 用 到 全 体 整 数 是 有 序 整 环 的 假定 ， 
所 以 它 实 际 上 建立 了 下 面 更 一 般 的 结 采 : 

定理 志 在 约定 “万 的 元 素 4,b 的 商 是 正 的 当 且 仅 当 ab 是正 

的 ”之 下 ， 有 掺 整 环 号 的 商 域 包 (D) 是 有 序 的 ， 只 有 按 这 种 方法 可 
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尺 扩 张 忆 的 次 序 使 四 成 为 有 序 域 . 

存在 很 多 其 他 有 序 域 : 实数 域 , 形 为 gc+2pw 2 的 域 QCV 2) 
( 见 $ 2.1) 和 实数 域 的 其 他 子 域 ， 在 任何 这 样 的 域 中 , 绝对 值 可 按 
$ 1. 3 那样 定义 , 在 那里 所 建立 的 不 等 式 的 性 质 在 这 里 同样 成 立 . 
在 任何 有 序 域 上 , 除 任意 有 序 整 环 上 成 立 的 法 则 之 外 , 我 们 还 可 以 
证 明 ， 


0 一 二 当 目 仅 当 a 二 0， (15) 
让 < 本 当 且 仅 当 abd2 一 52cd， (16) 
由 0 二 6 二 b 可 推出 0 一 地 < 工 (G7) 
由 a 二 5 二 0 可 推出 0 二 > 也 ， (18) 

of 二 2 十 … 十 a2 之 0. (19) 


(17) 和 (18) 两 个 法 则 在 不 等 式 除法 中 是 常见 的 ， 法 则 (19)， 即 平 
方 和 永远 非 负 ( $1. 3 定理 2), 是 特别 有 用 的 .例如 ， 奉 4 于 5， 则 
(a 一 5): 汪 0, 于 是 :一 2ab 十 >0, 由 此 得 出 w 一 好 一 200. 由 此 令 
2 一 0 3 一 0 并且 两 边 除 以 2, 那么 


“过 >>A/zU (YFN). 


这 表明 , 两 个 不 同 实数 的 算术 平均 值 大 于 几何 平均 值 V xy. 


习 题 
1， 假 定 全 体 整数 构成 一 个 有 序 整 环 , 证 明 两 个 正 有 理 数 的 乘积 是 正 的 . 
2. 类似 地 证 明 : 设 了 是 有 序 整 环 ， 如 果 (4，) 手 0， 那么 (a,，5)>0 和 
- (a, 5) 之 0 两 种 情况 中 , 恰 有 一 种 情况 在 8(D) 中 成 立 . 
3. 证 明 
[zz +99’ | (i+) (ry) 
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在 任何 有 序 域 中 成 立 , 该 域 中 所 有 正 元 素 都 有 平方 根 。 (提示 : 两 边 平 方 .) 
4， 证 明正 文中 的 公式 (15) ~~(19). - 


5， 设 为 正 整 数 , a 和 为 正 有 理 数 ， 证 明生 了 “>( 号“ ， (提示 : 
令 % 一， d= 4 一 7 十 由 b=7—d.) 

6.(a) 证 明 : 任何 有 序 域 的 子 域 是 有 序 域 . 

(b) 有 序 域 的 任何 子 整 环 是 有 序 整 环 吗 ? 

7， 对 全 体 有 理 数 (或 者 更 一 般 地 ， 在 任何 有 序 域 中 ) 证 明 : 如 果 4 二 b， 
则 存在 无 穷 多 个 x 满足 a<x<=5b. 

8， 证 明 : 有 序 域 中 , 正 元 素 不 能 构成 一 个 良 序 集 . 

9， 在 算术 中 常常 发 生 的 错误 是 把 十 一 计算 成 


a 
bte 
(a) 证 明 : 在 任何 域 中 ,由己 十 一 = 二 可 推出 a=0 或 者 52 十 5c 

CC 十 
十 2 一 0， 
(b) 证 明 ; 在 一 个 有 序 域 中 , 由 它 可 推出 a=0. 


*8 2.5 正 整 数 公设 人 0 
虽然 我 们 用 了 全 体 整 数 的 整 环 Z 作为 我 们 考察 基本 数 系 的 
出 发 点 ,但 是 这 一 过 程 实际 上 很 不 严格 , 因为 它 假定 负数 存在 ， 本 
侠 余 下 部 分 我 们 将 指出 怎样 仅 由 我 们 熟悉 的 正 整 数 的 事实 导出 负 
整数 及 其 性 质 , 由 此 我 们 指出 , 负数 存在 性 的 假定 如 何 可 以 避免 . 
-为 一 致 起 见 ， 我 们 从 列举 所 有 正 整 数 系 2 的 一 些 基本 性 质 
开始 , 这 些 性 质 容 多 从 第 一 章 的 结果 推出 . 
定理 13 艺 中 所 有 正 整 数 系 Zt, 具有 下 列 性 质 : 
(i》 在 所 定义 的 加 法 和 来 法 二 元 运算 之 下 , Z+ 是 封闭 的 , 这 
两 个 运算 满足 结合 律 , 交 换 律 和 分 配 律 . 
(ii) 在 Z? 中 存在 来 法 单位 元 素 1， 送 合 对 ZZ* 中 一 切 纪 有 


加 *" 号 的 节 可 以 略 去 , 这 并 不 影响 连贯 性 ， 
® 6 +» 


1 了 一 9 
(iii) 此 外 ,在 Z7 中 ,下 面 的 消去 律 成 立 : 
若 MX 一 MX， 则 1 二 %. (20 ) 
(iv) 再 有 ,对 2 中 任意 两 个 元 素 外 和 1 下面 三 种 可 能 性 中 
恰 有 一 个 成 立 : 或 者 网 三 1， 或 者 级 十 2 三 台 在 民 0 中 有 一 个 解 2 
或 者 m 二 RR 十 Y 在 Z 中 有 一 个 解 y. 
(V) 最 后 ,在 Zt 中 数学 归纳 法 原理 成 立 : ”的 任意 子 集 ,如 
果 包 会 1, 并 且 当 它 包 会 RR 时 也 和 包 合 nn 十 1， 那 末 这 个 子 集 包 会 2 
中 每 个 元 素 . / 
我 们 把 Z7? 的 这 些 性 质 的 证 明 留 作 习 题 . 
相反 地 , 如 果 把 这 个 定理 中 指出 的 性 质 ()~(v) 看 作 公 设 , 在 下 
述 意义 下 , 它们 完整 地 描述 了 正 整 数 ; 我 们 先前 定义 过 的 正 整数 系 
具有 这 些 性 质 ， 并 且 可 以 证 明 任 何其 他 满足 这 些 公 设 的 系统 与 这 
个 正 整 数 系 同 构 。 特别 注意 , 在 Z7 中 如 果 m 十 x 二 %, 那么 
十 2 二 (mMm 十 7%) 十 2 二 WM 十 (Ww 十 8) 
一 ?71 十 《Z 十 2 一 (十 2) 十 0， 
因此 ， 由 Gv) 知 m 二 z=% 十 z 是 不 可 能 的 ， 类 似 地 ，n 二 my 同 
m 十 % 二 % 十 z 也 是 不 相 容 的 .因此 , 第 三 次 利用 性 质 (iv), 我 们 得 到 
: 大 mM 十 z= 二 % 十 z, 则 | 1 二 %. (21) 
而 且 , 方程 内 十 Z=2 的 三 种 可 能 性 代替 了 正 整 数 系 的 那些 序 的 性 
从 由 这 些 公设 给 出 的 正 整 数 系 出 发 ， 我 们 可 以 重新 构 阁 整 数 
系 Z， 构 造 的 目的 是 为 了 得 到 一 个 比 Z' 大 的 系统 , 在 这 个 系统 中 
减法 总 是 可 能 的 . 因此 , 作为 新 元 又 , 我 们 引进 某 正 整 数 偶 (1m, 2)， 
这 里 每 个 数 偶 表示 方程 -zxz= 和 um 的 解 (如 果 是 解 的 话 ). 这 个 构造 
的 详细 过 程 类 似 于 由 整数 环 构 造 有 理 数 域 (8 2. 2). 
定义 ”一 个 整数 定义 为 正 整 数 轴 和 % 的 一 个 数 偶 (1m, Rn)， 数 
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”人 偶 的 “相等 ” 按 约定 定义 为 


(m,n) 三 (7, 8) 意味 着 N 十 8 一 % 十 7， (22) 

而 和 与 积分 别 定 义 为 
(m,n) + (7r, 8) = (m7, n+ s), (23) 
(m,n%)* (7, 8)= (mr+ns, ms+nr). . (24) 


最 后 , (in,R) 是 “ 正 ” 的 当 且 仅 当 对 某 正 整数 有 % 十 X 二 1M， 

由 这 些 定 义 引 进 的 数 偶 实际 上 满足 我 们 已 给 出 的 所 有 关于 整 
数 的 公设 .我 们 首先 必须 验证 , 由 (22) 引 进 的 “相等 ?满足 自 反 律 、 
对 称 律 和 传递 律 ， 在 这 个 相等 意义 下 ， 分 别 由 (23) 和 (24) 给 出 的 
和 与 积 是 唯一 确定 的 ， 把 定义 (23) 和 (24) 系统 地 应 用 到 整 环 的 各 
种 形式 的 定律 上 , 那么 这 些 定律 对 于 数 偶 也 成 立 , 这 同 有 理 数 的 讨 
论 几乎 一 样 ， 特 别 , 对 刚刚 定义 的 系统 , (2, 1) 是 单位 元 素 ，(1, 1) 
是 等 元 素 , 并 且 加 法 逆 元 素 存 在 , 这 是 因为 

(m,n) 十 (n,m) 三 (1,1), 对 所 有 (m,n). 
数 偶 的 乘法 消去 律 证 起 来 较 难 些 ,证 明 时 用 到 定理 13 的 条 件 (iv). 
证 骨 冤 消去 律 之 后 , 我 们 就 知道 全 体 数 偶 构 成 整 环 . 

由 定理 13 的 公设 (iv)， 每 个 数 偶 恰 好 可 写成 下 面 三 种 形式 之 
一 : 《m, 1m), (1 十 zn)，(m,m 十 xX)， 第 一 种 形式 的 那些 数 偶 等 于 
零 元 素 (1, 1); 第 二 种 形式 的 数 侦 (n 十 x, 1%) 是 正 的 数 偶 ， 并且 可 以 
证 明 , 数 偶 具有 有 序 整 环 的 定义 (§ 1. 3) 中 所 要 求 的 加 法 律 、 乘 法 律 

和 三 分 律 ， 此 外 ， 
(mtx mm) 三 (n 十 y, 2) 当 且 仅 涯 Y= 引 
因此 ， 如 果 把 “ 同 余 ” 的 数 偶 实 际 上 看 成 同一 偶 ， 那 么 对 应 zm 
(2 十 0 1) 是 从 全 体 给 定 的 正 整 数 z 的 集合 到 全 体 新 的 正 数 偶 
(nn 十 x, 20) 的 集合 的 一 个 单 射 ， 它 其 至 是 一 个 单一 同 态 ， 这 因为 由 
定义 (23) 和 (24)， 
(14 十 2 2) Ry,n)= m+nt+rit+y, m++n), 


Ym)* (nt y, n) 
~ (mnimyt+nrt mntry, mninrt mrt my). 

因此 新 的 “ 正 ? 数 偶 满 足 数学 归纳 法 原理 ， 于 是 我 们 就 粗略 地 给 出 
了 下 面 结 琳 的 一 个 证 明 . 

定理 14 通过 定义 也 的 任意 元 素 为 忆 : 中 两 个 正 整数 之 盖 这 
种 方式 , 正 整数 系 Zt 可 以 座 入 较 大 的 系统 艺 中 ,在 名 中 减法 是 可 
能 的 ， 这样 构造 的 系统 之 是 一 个 有 序 整 环 ， 它 的 正 元 素 满足 数学 
归纳 法 原理 , 

由 $1.5 习题 8， 这 个 结果 剖 含 着 良 序 原则 ， 值 得 注意 的 是 ， 
上 面 粗略 前 证 明 只 涉及 到 Z? 的 公设 ， 反 过 来 , 在 包含 Z ”的 任意 
整 环 中 ，Z? 的 元 素 之 差 (a 一 5) 必须 满足 定义 (22) 一 (24) (参见 
3 1.2 习题 5)， 这 就 证 明了 

定理 15 包含 系统 Zr+ 的 任意 整 环 包含 一 个 与 整数 环 也 同 构 
的 子 整 环 . 


过 题 
1. 证 明 ， 由 (22) 定 义 的 关系 满足 自 反 律 、 对称 律 和 传递 律 . 
2. 证明: 如 果 (wm 9) 三 (ma 2) 则 对 所 有 的 (r，s) 有 
(mm, 80) + (7, 5) 三 (名 ) + (7, 8), 
| 和 (wm,?2).(r,s) 三 (m,n ):(r, 8). 
3 证明 ， 由 (23) 定 义 的 “加 法 "满足 交换 律 和 结合 律 ， 
4、 证明， 由 (24) 定 义 的 “乘法 满足 交换 律 和 结合 律 . 
5 证明， 对 所 有 的 m, (xm, m) 是 同一 个 元 素 , 并 且 是 加 法 零 元 素 . 证 明 
第 一 个 命题 可 由 第 二 个 命题 推出 ， 
6， 证 明 :，(m 十 1,m) 是 莱 靶 单位 元 素 . 
7. 证 明 分 配 律 . 
8， 证 明 乘 法 消去 律 . 
9. 习题 1~8 中 用 到 Z ”哪些 性 质 ?” 象 由 定理 5 得 出 定理 7 那样 ,叙述 
一 个 与 定理 14 和 定理 15 有 关 的 定理 . 
。 6 了 。， 


10. 证 明 : 对 于 数 偶 (2% ") 正 性 的 任何 不 同 于 (24) 式 后 面 一 段 级 还 的 


定义 , 定理 14 都 不 成 立 . 
11。 详细 证 明定 理 13. 
*12. 证 明 : 定理 13 的 公设 (iv), 可 以 用 条 件 “ 对 ZY 中 每 个 m,m 填 1 和 1” 
来 代替 ，( 这 实质 上 是 皮 亚 诺 (Peano) 公 设 (iii), 如 定理 16 所 述 .,) 
13. 在 2Z" 中 定义 mn 意味 着 对 某 个 xEZ* 有 各 十 Z=2， 证 明 : 
(a) 由 入 < 和 %w 过 7 可 推出 ;二 7. 
(b) 不 存在 名 使 m 二 m 成 立 . 
(c) 由 mn 可 推出 对 所 有 的 7?，r 十 ?二 % 十 7， 
(d) 由 mw 可 推出 对 所 有 的 7, ?m7 二 7. 
*]4. 证 明 : 习题 13 的 结论 (c) 和 (d) 可 以 用 来 代替 Z+ 的 公设 中 的 消去 
律 (20) 和 (21). 
15. 证 明 : 由 Z?* 得 到 2Z 所 用 的 方法 并 不 能 产生 世 的 新 扩张 你 能 推 
广 这 个 结果 吗 ? : 


“$2.6 皮 亚 诺 公设 


在 正 整数 集合 P= Z+ 上 , 如 果 把 加 法 和 乘法 当 作 未 定义 的 运 
算 , 我 们 可 以 用 后 继 函 数 


S(n) 一 2 十 1 (25) 
来 定义 它们 . 
”定理 16 正 整 数 集合 已 和 后 继 函 数 全 具有 下 殉 注 质 。 
(1) 1€P; 


(ii) 若 nEP, 则 S(n)EP; 

(iii) 在 忆 中 没有 一 个 nn 使 S(n)=1; 

(1V) 对 忆 中 人 和 7 由 心 (0) 一 如 (2) 可 推出 mM 二 ns 

(V) 已 的 一 个 子 集 如 果 包 伟 1， 并 且 当 它 包 伟人 时 ， 也 包含 
S(n), 那么 这 个 子 集 必 等 于 PP. 

证 明 这 些 性 质 直 接 从 定理 13 得 到 ， 特 别 注意 ，(v) 是 数学 
归纳 法 原理 . 证 毕 


dj "0 
人 


性 质 (D 一 (VD) 称 为 正 整数 集合 的 皮 亚 诺 公 设 ， 正 如 下 面 将 要 
指出 的 那样 ， 它 们 足以 证 明正 整数 集 的 所 有 性 质 ， 我 们 现在 用 它 
们 证 明 , 原来 的 整数 公设 可 确定 整数 集合 (精确 到 同 构 ). 

定理 17 在 任意 有 序 整 环 九 中， 存在 唯一 的 子 集 媚 满足 关 
于 单位 元 素 1 和 语 继 函数 (q) 一 Q 十 1 的 皮 亚 诺 公 设 ， 

注 直观 地 ， 显 然 由 2 二 1' 十 1,3 = 二 十 1' 十 4， … 定 义 的 序 
列 1,2,3,… 就 是 这 样 一 个 子 集 ， 不 过 ， 我 们 希望 一 个 以 有 序 束 
环 公 设 为 依据 的 正式 的 证 明 . 

证 明 DD 的 所 有 正 元 素 的 集合 D+ 显然 包含 七 ， 并 且 满 足 (i) 
和 (ii 现在 令 之 是 D' 的 所 有 子 集 TT 组 成 的 类， 而 TJT 具 有 P 中 
性 质 Q) 和 (i), 我 们 定义 已 是 所 有 这 些 集合 全 的 交集 , 即 aE€P' 当 
且 仅 当 & 属于 每 一 个 这 样 的 集合 了 . 

由 定义 ,对 于 已 , 丰 和 (成 立 ， 因 为 已 只 包含 正 元 素 , 所 以 
(ii 成 立 ; 因为 a 十 1 二 5 十 1 意味 着 a==5, 所 以 (iv) 成 立 ， 为 证 明 
(Y), 令 4 是 P 的 子 集 , 它 包含 1, 并 且 当 它 包 含 a 时 也 包含 S(a). 
那么 4 是 前 面 用 到 的 集合 T 中 的 一 个 ,于 是 P' 包含 在 4 中， 因此 
P=4， 对 PP, 这 束 证 明了 (v)， 同 时 (V) 表 明 P 是 唯一 可 能 的 这 
样 的 集合 , 因为 已 满足 Gi) 和 (i)). 

定理 18 定理 17 的 子 集 已 对 于 加 法 、 乘 法 和 序 而 言 ， 它 同 
构 于 正 整 数 集合 PP 

注 ” 非 正 式 地 , 显然 1r>1 ,2r>2,，… 产生 所 要 求 的 同 构 . 因为 
1 <1 二 1 过 1 二 1 十 1 过 …, 所 以 这 个 对 应 将 保持 次 序 . 

证 明 汉人 先 , 今 @(n) 是 如 下 命题 ;P 中 整数 1<x<n 和 P 中 
元 素 办 (2) 之 四 和 仓 在 唯一 的 对 应 XP9,(z), 在 这 对 应 下 : 

ba.(1)=1, gc)) =H ($72)), 对 1 委 Z<7. (26) 
显然 8(1) 成 立 ， 已 知 8(m) 成 立 , 因此 有 一 个 加, 我 们 可 以 通过 今 

pra mt) = Gn,(7w), 对 1 和 z<2 和 frrnnt1)= 5 ($n)), 
66 ， 


构 音 瞧 一 的 gu 因此 由 (mn) 成 立 推 出 日 十 让 成 立 ， 由 归纳 法 
这 吏 证 明了 Q@(n) 成 立 . 

再 有 , 如果 1<<x 志 nn 二 m, 对 2 用 归纳 法 , 我 们 可 以 证 明 $,(w) 
一 4gnz), 因此 当 z<% 时, 加 (2z) 是 不 依赖 于 和 的 . 令 $(zw) 表 示 P 
的 元 素 , 这 就 给 出 卫 到 P' 的 对 应 zPg(z), 它 具 有 性 质 : 

$1)=1, $(S(2)) =S (0C2)). (27) 
P 的 每 个 元 素 是 也 的 某 个 元 素 % 的 对 应 元 素 (x)， 因 为 元 素 
(zw) 的 集合 包含 1, 并 且 包 含 任何 $(2) 也 一 定 包含 $(z) 的 后 继 ， 
因此 根据 了 的 性 质 (V), 这 个 集合 就 是 整个 P, 
在 两 个 集合 己 和 已 中 ,我 们 有 
名 十 1 一 心 (7)， nAm)= S++m), (28) 
n°*1=%, n°:S(m)=nN mn. {29) 
从 这 些 方程 和 (27) 式 , 对 mr 用 归纳 法 , 我 们 可 以 容易 地 证 明 
$nR+tm) = p(n) +m) 
和 PRm) 一 办 (2) $m). 
换 句 话说 , $8 关于 加 法 和 乘法 是 一 个 同 构 . 

其 次 ,4 保留 次 序 , 即 由 mr 过 nw 可 推出 8 (m) 二 b(n)， 实 际 上 ， 

由 定义 , m 二 nn 意味 着 % 一 各 是 正 的 , 即 

Mi < 当 且 仅 当 n= 二 mm 二 hk， 对 忆 中 菜 个 大 . (30) 
因此 由 m=n 得 出 wx 二 =m 十 Kk， 所 以 (RR) = 二 $B(m) 十 $ (Kk)， 因为 
$ (8) 在 D 中 是 正 的 ,所 以 这 就 证 明了 $$(m) 二 $m), 正如 所 要 求 的 
那 祥 . 

最 后 , $ 是 PP 到 P' 的 双 射 .因为 我 们 已 经 知道 ，g%(z) 的 集合 
包含 整个 已 , 所 以 只 须 证 明 , 由 % 二 部 可 推出 $(n) 半 $(m) . 但是， 
n 寺 m 的 意思 是 ,比如 说 是 m 二 n, 于 是 $9(m) 二 $$(n), 因此 

$n) A (m). 
为 概括 我 们 的 结论 ， 我 们 定义 两 个 有 序 整 环 之 间 的 序 - 同 构 ， 
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即 保 留 次 序 的 同 构 ， 鉴 于 定理 15, 我 们 从 定理 18 得 出 下 列 推论 : 

推论 1 住 意 有 序 整 环 包含 一 个 与 乙 序 - 同 构 的 子 整 环 . 

这 个 结果 同 定理 6 和 定理 .7 结合 起 来 , 我 们 有 

推论 2 任意 有 序 域 包含 一 个 与 有 理 数 域 @Q 序 - 同 构 的 子 域 、， 

这 个 结果 给 出 作为 最 小 有 序 域 的 有 理 数 域 的 一 个 抽象 特征 . 

最 后 , 在 忆 中 全 体 正 元 素 集合 是 良 序 的 情况 下 , 可 以 容易 地 证 
明 , 定理 17 的 集合 P' 是 由 DD 的 所 有 正 元 素 组 成 ， 这 就 证 明了 : 

推论 3 在 序 - 同 构 意 义 下 ， 只 存在 一 个 有 序 整 环 避 ， 它 的 正 
元 素 构成 良 序 集合 . 

这 就 证 明了 , 在 同 构 意义 下 , 整数 公设 唯一 地 确定 整数 集合 . 

可 以 不 从 良 序 整 环 公 设 开始 论述 整数 集合 ， 而 是 从 皮 亚 庄 公 
设 开始 ， 其 要 点 是 注意 到 可 用 递归 方程 (28) 和 (29) 定 义 完备 的 加 
法 表 和 乘法 表 ， 同 定理 15 的 证 明 中 几乎 一 样 , 我们 可 以 正式 地 证 
明 存 在 唯一 的 满足 (28) 的 二 元 运算 一 一 加 法 , 类 似 地 , 存在 唯一 的 
满足 (29) 的 乘法 ， 那 么 定理 13 中 列举 的 各 种 性 质 可 用 归纳 法 证 
明 ， 然 后 ， 从 皮 亚 诺 公设 出 发 ，$ 2. 5 中 给 出 的 数 偶 构 嘻 产 生 全 体 
整数 . 


刁 冲 
在 下 列 习 题 中 , 只 假定 皮 亚 诺 公设 , 并 由 (28) 和 (29) 定 义 了 加 法 和 乘法 . 
1。 用 归纳 半 证 明 2 十 1= 工 十 9. 
， 利 用 习题 1 证 明 , 加 法 满足 交换 律 ， 
. 证 明 : 加 法 满足 结合 律 . 
证明: 乘法 满足 结合 律 ， 
证明; 分 配 律 成 这 ， 
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第 三 章 多 项 式 


$3.1 多 项 式 形式 


设 忆 为 任意 整 环 , 设 xz 是 较 大 的 整 环 召 的 任 阁 元 球 , DD 作为 E 
的 子 整 环 包含 在 妃 中 ， 在 石 中， 我们 能 作 z 同 DD 的 元 素 或 同 x 本 
身 的 和 , 差 与 积 . 
反复 进行 这 些 运 算 , 明显 得 到 下 面 形 式 的 一 切 表达 式 
00 十 GIY 十 二 Go2 《40 GnED; Gn0, 当 7 一 0)， (1) 
这 里 2?(n 为 任意 整数 ) 定 义 为 % 个 因子 的 乘积 xx…x.， 而 有 反 过 来 ， 
只 用 整 环 公设 ， 我 们 可 对 形 为 (1) 的 任意 两 个 表达 式 进 行 加 , 减 与 
乘 , 得 到 第 三 个 这 梓 的 表达 式 ， 例 如 ， 如 末了 DD 是 整数 环 ， 则 根据 一 
般 分 配 律 ,交换 律 和 结合 律 , 有 
f(x)= (0+1w+(—2)7:) (2+3.%) 
0.2 十 0.3.z 十 1.z,2 二 1.7.3.x 
十 (一 2)2 .2 十 (一 2)22 .3 
一 0 十 0.7 十 28 十 3o 十 (一 全 人 十 (一 6)23 
一 0 十 (0 十 2)80 十 (3 十 (一 人) 人 十 (一 的 入 
一 0 十 2z 十 (一 1)z2 十 (一 6)23. 
这 个 论证 可 以 一 般 化 ， 事 实 上 , 设 
ON 一 Co 十 0 十 十 Cn0 
和 qz) 一 po 十 DZ 十 十 Do0 
是 形 为 (1) 的 任意 两 个 表达 式 ， 如 果 wn, 那么 我 们 有 
pv) tg(7) = (G0+00) 十 … 十 (os 士 Do 十 On 
十 十 QiO (2) 
ee 6G69 « 


如 果 m 二 n, 可 得 出 类 似 的 公式 .再 有 , 根据 分 配 律 ， 


p(X) qr) 一 之 ,之 .00 
然后 把 指数 相同 的 项 集中 在 一 起 , 并 将 系数 相 加 ,我 们 有 
DZ)GCO) 一 CoD0 十 (copl 十 CDo)O 二 和 tambnr™", (3) . 
在 这 个 公式 中 ,和 的 系数 显然 是 和 


>_jaiby-;, 
这 里 是 对 满足 0<i<m 和 0<k 一 i<n 的 所 有 % 求 和 , 多 图 1. 


图 1 


于 是 我 们 就 证 明了 下 面 的 结果 : 

定理 1 假设 存在 一 个 整 环 百 ， 包 合 一 个 与 给 定 整 环 人口 同 构 的 
子 整 环 , 并 有 元 素 2 不 在 娓 中， 那么 关于 这 个 元 素 @ 的 多 项 式 (1) 
根据 公式 (2) 和 (3) 相 加 、 相 减 和 相 来 , 构成 吾 的 子 整 环 . : 

为 了 证 明 这 样 的 整 环 如 总 是 存在 的 , 需要 建立 下 面 的 定义 . 

定义 整 环 万 上 关于 2 的 多 项 式 是 指 形 为 (1) 的 表达 式 ， 整 
数 冯 称 为 多 项 式 (1) 的 次 数 ， 两 个 多 项 式 相等 是 指 它们 具有 相同 
的 次 数 , 而且 对 应 的 系数 都 相等 . 

因为 关于 符号 了 没有 给 出 什么 假定 , 所 以 表达 式 (1) 也 常 称 为 
多 项 式 有 形式 (这 里 把 它 同 多 项 式 函 数 加 以 区 别 , 见 $3. 2), 符号 x 
本 身 称 为 未 定 元 ， 


es。 70 »。 


定理 2 如 果 加 法 和 来 法 分 别 由 公式 (2) 和 (3) 定义 ， 那 么 整 
环 刀 上 关于 丈 的 全 体 不 同 的 多 项 式 形式 构成 一 个 包含 万 在 内 的 新 
整 环 D[z]. 

证 明 ”由 公式 (3) 推 出 没有 零 因子 (乘法 消去 律 )， 这 是 因为 ， 
两 个 非 零 多 项 式 形式 乘积 的 首 项 系数 an5; 是 它 相 应 因子 的 非 堆 
首 项 系数 ww 和 的 乘积 ( 非 零 的 )，0 和 1 的 性 质 及 加 法 北 元 素 
的 存在 性 不 难 从 公式 (2) 和 (3) 得 出 

为 了 证 明 交 换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 ， 引 进 “ 哑 ? 零 系 数 是 方便 
的 , 这 使 (2) 和 (3) 变 成 简单 形式 


Djarr* + Sbir: = > ar+b)’, (2') 

k=0 = 人 0 £=0 
Sark) EE) 
k=0 5 一 0 KF=0 Ni 了 = 天 》 


这 里 除了 有 限 多 个 系数 外 全 都 是 零 ， 那 么 任何 一 个 定律 ， 比 如 分 

配 律 ， 只 要 把 定律 的 两 边 按 照 法 则 (2') 和 (3') 乘 起 来 就 可 以 验证 ， 

这 因为 | 

( Dds + es) 
= 之 | 之 ， Qi (Di 十 |， 


(JS JS ) 
=- 
并 证 明 这 两 个 等 式 右边 的 zx 的 每 个 圭 x* 的 系数 相等 ， 根 据 整 环 D 
的 分 配 律 ， 两 个 表达 式 中 x 的 次 帘 的 系数 是 相同 的 ， 类 似 的 论 
”证 可 证 其 余 定律 , 从 而 完成 定理 2 的 其 他 证 明 . 
现在 回忆 一 下 $2.2 的 定理 7， 我 们 会 看 到 ， 如果 我 们 定义 DD 
全 ”1 电 


上 关于 坟 定 元 的 有 理 形式 为 带 有 非 零 分 母 多 项 式 形式 的 形式 商 


DO) 40 十 QI 十 ,十 Gng” 
QZ) Do 十 DZ 十 十 Dox 


(qi,5; 在 DD 中 ; am 才 0, 当 人 0; 6 村 0)， 
并 由 $ 2.2 的 定义 (5), (6) 和 (7) 来 分 别 定义 有 理 形式 的 相等 ,加 法 
和 乘法 , 这 样 我 们 便 可 得 到 一 个 域 . 

推论 ”任意 束 环 咏 上 关于 未 定 元 的 有 理 形式 构成 一 个 域 
这 个 域 记 作 D(w). 


习 是 
1. 把 下 列 各 式 化 成 形式 (1): 


2 一 57(032 十 7)2 
(z2? 十 57 一 4) (02 一 27 十 3)， 


1 多 
3zz +7z— Lz T+1). 
(sz +77- 二 +1) 


2、， 类 似 习题 1, 计算 (3zs 十 5z 一 4) (4x: 一 x 十 3), 其 中 系数 是 mod7 的 整 


3， 必 十 57 一 4 是 (1) 的 形式 吗 ? 把 它 化 成 形式 (1)， 把 
(1 十 Z 十 272 十 37z3) 一 (0 十 Tz 十 十 3x3) 
化 成 形式 (1), 指出 每 一 步 用 什么 公设 . 
4. (a) +327+5s 是 有 理 数 域 上 的 多 项 式 形式 吗 ? 


(b) 在 系数 属于 Zs 的 多 项 式 形 式 整 环 上 ， 为 什么 xX3'24 不 等 于 22? 
5， 讨 论 下 列 命题 : 
(a) 两 个 多 项 式 形式 乘积 的 次 数 等 于 这 两 个 因子 的 次 数 之 和 . 
(b) 两 个 多 项 式 形式 之 和 的 次 数 等 于 被 加 数 的 次 数 较 大 者 . 
6， 证 明 ; 在 DLzj] 中 , 加 法 结合 律 和 乘法 结合 律 成 江 , 
7，20(z) =ao 十 gz 士 … 十 auzn 的 “形式 导数 ”定义 为 p' (8) = G1 十 20o7 
十 … 十 nanx*"!， 证明: 在 任意 整 环 上 : : 
(a) (cep) 二 cp (ec 为 常数 )， 
(b) (p+9'=p 十 2 ， 
s。 7D 。 


(c) (24) = 09 十 PD 9， 
(d) (Pp) =np" ip’. 

*8， 设 p( 引 和 g(z) 分 别 是 关于 未 定 元 y 和 x 的 多 项 式 形式 ， 证 明 : 把 
y= 二 9(z) 代 入 P( 奶 , 产生 一 个 多 项 式 p (g(x)). 根据 习题 7 中 定义 的 形式 好 
数 , 证 明 : fp(g (72))1 =2 (g(r))g (7). 

*9。 对 于 给 定 的 整 环 忆 指 出 ， 怎 样 构造 由 关于 符号 上 的 全 体 “ 形 式 ” 的 无 
穷 者 级 数 oo 十 ait 十 gst? 十 … (其 中 系数 a; 在 D 中 ) 组 成 的 整 环 D{i}. 

*10。 (a) 设 万 为 一 个 有 序 整 环 ， 证 明 : 如 果 规 定 多 项 式 形式 p(z)>0 是 
指 p (zx) 的 第 一 个 非 零 系 数 4; 是 正 的 (在 D 中 )， 那 么 多 项 式 形式 (1) 构成 有 . 
序 整 环 Diz]. 

(b) 证 明 : 如 果 我 们 规定 p(x) >0 是 指 在 形式 (1) 中 o>0， 那 么 
DLz] 也 是 有 序 整 环 . 

*11， 在 习题 10(b) 中, 令 D=Z, 证 明 : 1 是 Z[x] 中 最 小 “ 正 ” 多 项 式 , 虽 

然 Z[z] 并 不 满足 良 序 原则 . 


$ 3.2 多 项 式 园 数 
如 前 所 述 , 设 刀 为 任意 整 环 , 又 设 
To) 三 Go 十 QI 十 十 Cn 
是 万 上 关于 zx 的 任意 多 项 式 形式 ， 如 果 未 定 元 z 用 一 个 元 素 cED 
代替 ，f(z) 就 不 再 是 一 个 虚 的 表达 式 ， 它 可 以 看 作成 中 一 个 确定 
元 素 : 
650 十 QI1C 十 十 CC 。 
换 名 话说 , 如 果 2 被 看 作 在 微 积 分 学 的 意义 下 的 一 个 独立 变量 , 而 
不 是 看 作 九 外 面 的 抽象 符号 , 那么 f(z) 就 成 为 普通 的 函数 ;:“ 如 果 
xz 已 知 ( 值 为 c), 那 么 fo) 就 被 确定 了 ( 值 为 fc)) "我们 把 它 抽 
象 化 ,一般 地 定义 变量 在 忆 上 的 " 国 数 了 是 一 个 规则 : 它 给 D 上 每 
个 元 素 z 确定 一 个 “ 值 ?f(z)， 这 个 值 也 在 九 中 ， 我 们 定义 两 个 这 
样 的 国 数 相等 ( 记 作 了 一 9) 当 且 仅 当 对 所 有 的 x, f(x) 二 g(x). 两 个 
函数 的 和 二 十 9g， 差 9 二 fj 一 g 及 积 p= 二 19 分 别 通过 对 所 有 的 7 


ee 73 。 


计算 h(xw)==f(z) 二 g(x), 9C2z) = oO 一 9 和 22) = 大 z)9(z) 来 
定义 的 ， 常 数 函 数 是 取 值 2 与 4 无 大 的 图 狼 恒 等 函 数 是 图 数 J) 
它 满足 对 所 有 x, jz) =x. 

定义 多 项 式 函 数 是 可 以 写成 形式 (1) 的 函数 ， 

因为 推 寻 公式 (2) 和 (3) 时 所 用 的 法 则 在 任何 整 环 中 都 是 成 立 
机 所 以 不 管 未 定 元 z 取 什 么 值 De( 在 DD 中 ), 公式 (2) 和 (3) 都 成 

， 也 就 是 说 , 它们 是 恒等式 , 因此 多 项 式 函数 的 和 与 积 也 可 以 通 
天 和 CD 和 正如 8$3.3 将 要 说 明 的 那样 , 按 $1.1 的 
定义 , 九 上 全 体 多 项 式 国 数 构成 一 个 交换 环 ， 

根据 定义 ， 每 个 形式 (1) 都 确定 一 个 唯一 的 多 项 式 国 数 ， 每 个 
多 项 式 戎 数 至 少 由 一 个 这 样 的 形式 来 确定 ， 因 此 无 疑 存在 一 个 保 
持 和 与 积 的 映射 ， 它 把 任意 给 定 整 环 D 上 的 全 体 多 项 式 形式 的 集 
合 映射 到 全 体 多 项 式 国 数 的 集合 . (这 样 的 对 应 称 为 映 上 同 态 或 
满 同 态 , 见 83.3.) 

如 朱 可 以 确定 映射 是 一 一 的 ， 我 们 就 知道 它 是 一 个 同 构 ， 因 
此 , 从 抽象 代数 的 观点 来 看 , 我 们 可 以 忽略 多 项 式 形式 与 多 项 式 函 
数 之 间 的 差别 ， 可 惜 情况 并 非 如 此 ， 事 实 上 ， 在 模 3 整数 域 ZZ， 
上 ，f(w)= 二 wz 一 x 和 g(x) 二 0 这 两 个 不 同 的 形式 确定 了 同一 个 卫 
数 一 一 这 个 函数 恒 等 于 零 ， 根 据 费 马 定 理 (§ 1. 9 定理 18)， 在 Z， 
上 , zw? 一 z 与 0 是 相同 的 ， 因 此 ; 在 任意 Z。 上 ， 多 项 式 函 数 相等 实 
际 上 不 同 于 多 项 式 形式 相等 . 

我 们 现在 将 指出 , 在 上 述 例子 中 , 由 于 系数 所 在 的 整 环 是 有 限 
的 , 发 生 这 一 事实 并 不 奇怪 .在 有 理 数 域 上 , 我 们 并 不 能 构造 出 一 
个 这 样 的 例子 . 我 们 在 说 明 此 事 之 前 先 回忆 一 些 基本 定义 . 所 谓 非 
零 形式 (1) 的 次 数 , 我 们 指 的 是 它 的 最 大 指数 , 即 %。 最 高 次 项 asar 

QD ”实际 上 ， 通 过 设 “z 为 未 知 量 " 解 方程 的 根据 是 : 在 = 上 所 允许 的 每 个 运算 
对 于 每 个 可 能 的 值 都 必须 是 正确 的 ， 
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称 为 它 的 首 项 ,av 称 为 它 的 首 项 系数 ， 如 采 =1， 多 项 却 则 称 为 
首 一 多 项 式 ，， 

定理 3 整 环 妃 上 的 一 个 多 项 式 形 式 T(o) 可 被 ZX 一 & 整除 当 
且 仅 当 Y(a) 三 0， 

这 里 “7(2) 可 被 2 一 4 整除" 这 人 句 话 的 意思 是 7(z)= (4 一 Q): 
s(z), 其 中 s(w) 是 D 上 的 革 一 个 多 项 式 形式 . 

证 明 设 r(zx)= 二 eo 十 cx 十 … 十 cnX”(C, 才 0)， 对 每 个 a， 由 中 
学 代数 公式 , 我 们 有 

Sea -ere = Poe —a’) 


k=0 
= Bef (2—a) (wetter gt ta)]. 
k=0 - 


因此 7(z) 一 7 (9) = 二 (x 一 9)s(2), 这 里 SG) 是 2 一 工 次 多 项 式 形式 . 
反之 , 如 果 (2) = (Z 一 9)s(Z) 中 用 a 代替 x, 则 得 (oa) =0. 

推论 整 环 娓 上 的 即 次 多 项 式 7(Z) 在 娓 中 至 多 有 和 个 零点 

(7(2) 的 零 扩 是 指 方程 7(%) = 0 的 根 ， 即 元 素 a€D 使 得 7 (a) 
-0.) 

证 明 如 果 w 是 一 个 圭 点 ， 那 么 根据 定理 有 ?oz)=(Z 一 押 ， 
s(z), 其 中 s(z) 的 次 数 为 n 一 1]， 由 归纳 法 , s(x) 至 多 有 % 一 1 个 零 
点 , 可 是 根据 881. 2 定理 17(z)=0 当 且 仅 当 Z=4 或 SG) 三 0， 
此 r(x) = 二 0 至 多 有 和 个 过 瓜 . 

定理 4 如 果 整 环 刀 是 无 限 的 ， 那 么 娓 上 定义 同一 个 函数 的 
两 个 多 项 式 形 式 具 有 相等 的 系数 . 

证 明 象 (1) 那 样 , 设 F(x) 和 g(z) 是 两 个 给 定 的 关于 未 定 元 z 
的 多 项 式 形 式 ， 如 果 它 们 确定 同一 个 国 数 ， 那 么 对 于 已 中 选取 的 
每 个 元 素 a 都 有 D(a) = 4 (a); 然而 我 们 所 希望 的 结论 则 是 jp(z) 和 
q(x) 的 次 数 相 等 ,对 应 的 系数 相同 。 如 采用 差 7(x) 二 p(w) 一 g (*) 
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来 表示 , 这 就 是 说 , 对 DD 中 一 切 &a,7(a)==co 十 ciQ 十 … 十 cn@" 二 0 可 
推出 co=61==…=c, 二 0。， 这 个 结论 可 由 定理 3 推出 , 因为 如 有 果 系 
数 c; 不 全 为 零 , 那么 , 在 D 中 至 多 有 7% 个 7 使 多 项 式 7(z) 为 零 , 因 
为 DD 是 无 限 的 , 所 以 还 剩 下 一 些 z 值 使 7(2) 子 0, 这 与 7(w) 在 D 上 
为 零 相 矛盾 ， 

于 是 , 如 采 疙 是 无 限 的 , 则 多 项 式 国 数 和 多 项 式 形式 这 两 个 概 
念 是 等 价 的 (用 代数 学 的 术语 就 是 , 多 项 式 图 数 环 同 构 于 多 项 式 形 
式 环 )， 

奶 一 方面 如果 DD 是 包含 元 素 al 42,…, an 的 有 限 整 环 ， 则 定 
理 4 一 定 不 成 立 ， 例 如 , 在 这 种 情况 下 , % 次 首 一 多 项 式 形 式 (z 一 
01) (7X 一 Q2)…(X 一 Gn) 辐 形式 0 确定 了 同一 个 图 数 ， 

因为 同 构 于 整 环 的 任意 系统 本 身 也 是 一 个 整 环 ， 所 以 定理 4 
缉 含 着 下 面 的 推论 : 

推 伦 ”任意 无 限 整 环 上 全 体 多 项 式 函 数 构成 一 个 整 环 . 

如 果 刀 为 无 限 域 , 则 不 同 的 有 理 形 式 确定 不 同 的 有 理 函 数 , 所 
以 D 上 全 体 有 理 冰 数 构成 一 个 域 ，( 留 心 ,一 个 有 理 陵 数 不 是 在 一 
切 点 上 都 有 定义 ， 只 是 在 那些 使 分 母 不 为 零 的 后 上 才 有 定义 ， 因 
此 , 如 果 D 是 一 个 域 , 那么 除 有 限 个 点 外 的 全 部 点 上 它 是 有 害 
义 的 .) 

我 们 常常 希望 找 出 一 个 次 数 最 小 的 多 项 式 p(x)， 使 它 在 域 F 
中 的 % 十 1 个 已 知 点 ao Q1,…, Gs 上 分 别 取 五 中 给 定 的 值 y10, 1,…， 
yn, 即 : 

D(a;) =y; (i =0,1,…, NG; 直 0;, 当 1 直 外. (4) 
这 称 为 多 项 式 插值 问题 . 
为 了 解决 这 个 问题 , 考虑 多 项 式 


qi;(7%)= 用 (Z 一 0 
了 六 


一 (2 一 0 (一 0 -1 (一 Mi+D (2Z 一 0) . 
显然 当 了 7 关 ?， 0i (a;) 二 0, 而 
C;= qi(0;) = Ti Cai;—a;) #0. 


Ea 


因此 Ci 存在， 并且 下 面 这 个 次 数 为 % 或 低 于 % 的 多 项 式 


pT 3 i 《2 一 号 ) 
P(X)= > C7Yi9; (8%) = > 一 天 一 一- 一 (5) 
1 —g)) 

» 1 Ce a 


满足 方程 (4)， 公式 (5) 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插值 公式 . 

由 定理 3 知 ， 至 多 有 一 个 7% 次 或 低 于 % 次 的 多 项 式 能 够 满足 
方程 (4): 因为 两 个 这 样 的 多 项 式 之 差 有 nn 一 1 个 零点 ,于 是 它 必 为 
等 多 项 式 形式 ， 这 斌 证 明了 下 面 的 结果 : 

定理 5 存在 一 个 而 且 只 存在 一 个 多 次 或 会 于 于 次 的 多 项 式 
形式 , 在 PR 十 1 个 不 同 点 上 取 给 定 的 值 , . 


习 题 | 
1， 在 整 环 Z; 上 找 出 另 一 个 多 项 式 形式 同 x? 一 x 十 1 确定 同一 个 阔 数 ， 
2， 证 明 : zi 一 1 在 Zs 上 有 四 个 零点 ， 为 什么 这 与 定理 3 的 推论 不 巴 
盾 ? 
3， 证 明 : 如 果 @=41 一 馈 4=ai1 十 1 十 1 半 0， 那 么 (4) 式 当 %=2 时 的 
解 可 由 扼 物 线 播 值 公式 


OE 二 (92 一 2y, + yo) (= i ) 


给 

4， 用 以 下 方法 求 满足 (0) =0, 了 (1)=1, 了 (2)=0, 了 (3)=1 的 三 次 多 项 

式 f(z)=a 二 bx 十 cx? 十 dx?， 把 a, b,c, 4 当 作 四 个 方程 的 未 知 数 ， 其 中 最 后 
一 个 方程 是 4 十 35 十 9c 十 27d==1，( 这 就 是 待定 系数 法 ,) 

5，。 用 插值 公式 (5) 证 明 : 任何 有 限 域 ( 如 Z,) 上 的 每 个 函数 等 于 某 个 多 

*6， 设 忆 是 具有 2 个 元 素 ,92,…， Grn 的 有 限 整 环 ， 又 设 m(w) 表 示 固 定 
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的 多 项 武 形式 (4 一 40)*… (2 一 Qn). 
(a) 证 明 : 如 果 两 个 多 项 式 形式 f(z) 和 g (x) 确定 同一 个 函数 ,那么 
m(z) 是 形式 了 (zs) 一 g(x) 的 因子 . 
(b) 对 整 环 Zs 和 Zs 求 出 rm(2). 
(ce) 证 明 : 在 D=2Z, 的 情况 下 ，m(z)=x? 一 z.。 (提示 : 用 费 马 定 
理 . ) 
7， 证 明 : 在 一 个 无 限 域 上 , 确定 同一 个 函数 的 不 同 的 有 理 形式 在 $2.2 
的 意义 下 , 它们 形式 上 是 相等 的 . 
8，(a) 设 D 和 D' 是 同 构 的 整 环 , 证 明 万 [zj] 与 忆 上 [ 妇 同 构 ， 这 里 D[z] 
和 D'[Ly] 分 别 是 也 和 D'” 上 关于 未 定 元 x 和 yg 的 多 项 式 形式 的 整 环 . 
(b) 关于 D(z) 和 D'(y) 有 什么 结论 ? 
9， 设 四 是 整 环 了 的 商 域 (8 32.2 定 理 4), 证 明 ; 域 D(x) 与 域 89(z) 同 构 ， 


$ 3.3 交换 环 的 同 态 


设 D 为 任意 给 定 的 整 环 , 又 设 Dz) 表示 D 上 的 多 项 页 式 函数 集 
合 . 对 所 有 xE€D, 了 (x%)+ g(x)= g(z) 二 f(x),0+ f(z2)=f(x),1.f(x) 
二 了 (zx)， 等 等 。 因 此 ， 加 法 和 乘法 满足 交换 律 、 结合 律 和 分 配 
律 ; 加 法 和 乘法 的 单位 元 素 存 在 ; 并 且 加 法 逆 元 素 存 在 .概括 起 
来 ， DKx) 除 乘法 消去 律 外 满足 整 环 的 所 有 公设 ， 当 妃 为 有 限 整 环 
时 , 消去 律 不 成 立 , 这 因为 存在 非 零 因 子 的 乘积 (z 一 0D)…(Z 一 oz) … 
(ZX 一 Qn) 为 零 . 
换 句 话说 , 在 $ 1. 1 的 定义 下 , DLz》 是 一 个 交换 环 . 为 方便 起 
见 , 我 们 在 此 重 述 这 个 定义 . 
定义 ”交换 环 在 称 为 加 法 和 来 法 的 两 种 二 元 运算 之 下 封闭 的 
集合 ,这 两 种 运算 满足 交换 律 和 结合 律 , 并 且 进 一 步 有 
(i) ”满足 来 法 对 加 法 的 分 配 律 ; 
(ii) 存在 加 法 单位 元 素 ( 零 )0, 并 且 存 在 加 法 送 元 素 ; 
(iii) 存在 磁 法 单位 元 素 19. 
@ 一些 作者 在 定义 交换 环 时 去 掉 条 件 (iii)， 非 交换 环 将 在 第 十 三 章 讨论 . 
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回忆 一 下 , 我 们 已 经 证 明了 8 1. 2 所 列 的 法 则 1~9 对 任意 交 
换 环 都 成 立 ， 另 外 ，81. 10 的 定理 19 构造 了 一 类 有 趣 的 有 限 交 
换 环 Z，. z 

任意 整 环 D 上 的 全 体 函 数 构 成 的 系统 D*, 为 我 们 提供 了 另 一 
个 交换 环 的 例子 ， 这 里 加 法 和 乘法 象 $83. 2 里 那样 定义 甚至 于 
定义 在 无 限 整 环 D 上 的 全 体 函 数 集 合 D* 中 也 存在 零 因 子 ， 例 如 ， 
如 果 DD 为 任意 有 序 整 环 ， 我们 定义 (zx)=|x| 二 x, g(x)= |z| 一 z， 
屠 么 fg 一 h,，h(w) 二 1x1* 一 ==0, 对 一 切 X 成 立 ， 但 是 了 和 0, g 才 
0。 田 一 方面 ，D* 具有 整 环 定义 中 所 有 其 他 性 质 ， 我 们 只 要 在 每 
步 证 明 的 右边 简单 写 上 “对 一 切 x”, 根 据 D 的 定律 便 可 得 到 D* 的 
相应 定律 的 证 明 ， 例 如 ，f (zx) 二 g(x) 二 g(z%) 十 有 (2) 对 一 切 x 这 就 
意味 着 了 ++g= 二 g 十 f， 再 有 ， 如 果 我 们 定义 。 为 一 个 常数 函数 ， 即 
e(z) ==1 对 一 切 zx, 那么 e(x)f(z)=1.f(z)=f(x) 对 一 切 z 和 下, 因 
此 ef = 六 对 一 切 f, 于 是 e 是 D* 的 乘法 单位 元 素 ，( 想 一 想 乘 法 
消去 律 为 什么 不 能 按 这 种 方法 证 明 , ) 因为 上 面 设 有 一 处 用 到 乘法 
消去 律 , 所 以 我 们 可 以 断言 : 

引 理 1 任意 交换 环 4 上 的 全 体 函 数 构 成 一 个 交换 环 . 

现在 让 我 们 定义 交换 环 4 的 子 环 ( 类 似 于 子 整 环 ) 为 4 的 这 样 
的 子 集 : 如 果 它 包含 任意 两 个 元 素 和 g, 则 它 包 含 f 土 9 和 fg, 计 
且 还 包含 着 4 的 单位 元 素 . z 

由 定理 1, 任意 整 环 九 上 多 项 式 国 数 集合 x>, (i) 它 是 D 上 
所 有 消 数 环 D* 的 子 环 , (0) 它 包含 所 有 种 数 力 数 和 恒 等 国 数 ，(iii) 
它 包 含 在 任何 其 他 满足 (这 的 D* 的 子 环 之 中 . 按 这 种 意义 DRKz? 是 
由 常数 函数 和 恒 等 函 数 生成 的 D* 的 子 环 ， 这 给 出 多 项 式 函数 概 
念 的 一 个 简单 的 代数 特征 ， 

下 面 将 同 构 的 概念 一 般 化 , 可 以 更 人 深 刻 地 认识 交换 环 . 

定义 一 个 郧 数 :arrxa$， 它 把 交换 环 忆 映射 到 交换 环 召 ， 

。 79 。 


几 称 为 同 态 当 且 仅 当 它 满足 下 列 条 件 : 对 所 有 a,bER, 有 
(a+b) $=ag+by, / (6) 
(ab) $= (ag) (59), (7) 
并 且 把 及 的 单位 元 素 映 射 到 屁 的 单位 元 素 ， 

这 些 条 件 表 明 , 同 态 保持 加 法 和 乘法 . 它们 是 按照 $1.11 和 
$1. 12 中 简洁 的 记号 写 出 来 ， 其 中 a9 表示 用 4 变换 a。 如 果 我 
们 写 $C0) 代 赫 ag， 则 (6) 和 (7) 分 别 变 成 $a 十 了) 二 $(@) 十 905) 
和 bg) 一 ga)0)， 显 然 ,一 个 同 构 恰 是 一 个 双 射 的 同 态 . 

我 们 容易 验证 ， 从 ”到 包含 ”的 剩余 类 (对 任意 固定 模 m) 的 
函数 是 一 个 同 态 孔 ->Z， 它 把 整数 环 忆 上 映 上 8$1.10 定理 19 的 环 
Zm， 我 们 现在 证 明 另 一 个 容易 的 结果 . 

z 引 理 2 设 少 是 从 交换 环 尼 到 交换 环 及 的 同 态 ， 那 么 0 是 
RR' 的 需 元 素 , 并且 对 所 有 a,5EBR 有 (a 一 0)$=a9 一 5b9. 

证 明 由 (6) 式 , 06= (0 二 0)$=06 十 06， 这 就 证 明了 09 是 
R" 中 的 零 元 素 ， 类 似 地 ,如果 X=a 一 b 在 五 中 ,那么 5 十 x 二 a, 并 
Hag=(5+r) $=06+2xg, 于 是 x$=ag$ 一 b$ 在 R&R 中 . 

定理 6 从 任意 整 环 D 上 的 多 项 式 形式 整 环 D[wj] 到 人 上 多 项 
式 函 数 环 DKX》 的 对 应 p(w)t>f 了 (zx) 是 一 个 同 态 . 

证 明 对 DD 中 人 竹 意 元 过 2， 在 九 中 元 素 82 和 2) 的 加 法 和 
乘法 必须 遵循 恒等式 (2) 和 (3)， 因 为 在 $ 3. 1 中 这 些 恒 每 式 的 推 
导 只 用 到 整 环 公设 . 

定理 4 的 结果 指出 , 如 果 履 是 无 限 的 , 那么 定理 6 的 同 态 就 是 
一 个 同 构 . 


了 巧 
1. (a) 证 明 : 在 域 Z, 上 只 存在 四 个 不 同 的 国 数 ， 并 写 出 这 个 图 数 环 
的 加 法 表 和 乘法 表 ， 
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(b) 把 这 些 国 数 中 的 每 一 个 表示 成 多 项 式 国 数 ， 
(c) 这 个 函数 环 与 模 4 整数 环 同 构 吗 ? 
2， 在 模 ” 整 数 环 Z。 上 有 多 少 不 同 的 纹 数 ， 
3， 下 列 函 数 集合 是 含有 单位 元 素 的 交换 环 吗 ? 
(a) 整 环 D 上 满足 有 (0) =0 的 所 有 国 数 了 十 
(b) 整 环 D 上 满足 (0) = 了 (1 的 所 有 函数 了 
(c) 整 环 D 上 满足 (0) 于 0 的 所 有 了 国 数 十 
(d) Q 上 (Q 为 有 理 数 域 ) 满足 一 7 后 (wo) 反 7( 对 一 切 2) 的 所 有 庄 
数 了. 
(e) Q 上 满足 f(z 十 1) = 了 (xz) (对 一 切 四) 的 所 有 国 数 了 (这 样 的 阔 数 
是 周期 的 ). 
4. 在 习题 3 的 那些 例子 之 外 , 再 构造 两 个 疝 数 交换 环 ， 
5。 设 D+ 如 课文 里 所 定义 的 ， 证 明 : D* 中 的 加 法 与 乘法 的 结合 律 成 


6. (a) 设 吃 和 D' 是 同 构 的 整 环 , 证 明 : D《xz> 和 D'《z》 也 是 同 构 的 . 
(b) 对 于 D* 和 D'* 有 什么 结论 ? 
7. 证明: 我 们 不 能 把 Z。 上 所 有 多 项 式 函 数 的 环 ZKz> 嵌 入 一 个 域 中 . 
8， 证明; 如 果 同 态 少 把 交换 环 尽 映 上 交换 环 BR， 那么 及 的 单位 元 素 通 
过 4$ 映 射 到 RE' 的 单位 元 素 . | 
9. 证 明 : 如 果 $B 一 BR' 是 环 的 任意 同 态 ， 那 么 五 中 那些 映 成 R' 的 夫 
元 素 的 元 素 构 成 的 集合 及 是 五 的 一 个 子 环 . 


*§ 3.4 多 元 多 项 式 


$ 3. 1~$ 3.3 的 讨论 只 涉及 到 单 变量 (未 定 元 )2 的 多 项 式 . 但 

是 很 多 结果 不 难 推广 到 多 变量 (未定 元 )Zb …, wa 的 情形 . 
定义 整 环 五 上 关于 未 定 元 V1 …，Zr 的 多 项 式 形 式 可 递 推 地 
定义 为 整 球 D[Xxi,…, Xn_1] 上 关于 变量 zw 的 多 项 式 形式 , 而 DELwi， 
,Wn_1j 是 六 上 关于 变量 XI，…, Wn-1 的 多 项 式 形式 组 成 的 整 环 ( 简 
单 地 说 ,DELz 2 三 DLzi，…，2n-iLzaj)。 整 环 已 上 关于 变量 
Zi Or 的 多 项 式 函 数 是 由 常数 函数 了 (zi 2) 一 CC 和 天 个 恒 等 
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函数 (WI1，…, Nn) 一 0 人 一] 2) 通 过 加 法 、 减 法 和 来 法 构造 出 
来 的, z 
例如 , 在 两 个 变量 x,y 的 情况 下 ， 
D(x, 幼 一 (3 十 Z0 十 0 十 (27 一 2 的 
是 一 个 这 样 的 形式 一 一 通常 把 它 写 成 更 顺 的 形式 
3 -22 十 27982 一 0382. 

根据 定理 4 对 用 归纳 法 得 

定理 7 如 果 妃 是 无 限 的 ， 那 么 DD 上 关于 变量 x1,…, ws 的 每 
个 多 项 和 式 函 数 可 按 一 种 县 只 有 一 种 方法 表示 为 多 项 式 有 形式 .不管 
刀 是 无 限 的 还 是 有 限 的 ,Dtxi 2 是 一 个 整 环 . 

从 定义 明显 看 出 , 变量 下 标的 每 个 置换 , 引导 出 关于 DKzxi,…， 
Xn> 的 一 个 自然 的 自 同 构 ， 其 中 DKwi,…, zn? 是 % 个 变量 多 项 式 也 
数 的 交换 环 ， 如 果 刀 是 无 限 的 , 由 定理 7 得 到 , 上 述 结论 对 多 项 式 
形式 也 是 正确 的 (这 些 定义 对 于 变量 不 是 对 称 的 ). 现在 我 们 证 明 ， 
这 个 结论 对 任意 整 环 DD 都 是 正确 的 . 

定理 8 交 量 下 标的 每 个 置换 ， 引 导出 DL[xi，…, oa 上 的 不 
同 自 同 构 . : 

证 明 ”考虑 两 个 未 定 元 zy 的 情况 .DLy, Xj] 的 每 个 形式 

DIY, 2) = 了 (了 ooig1)o 
可 以 根据 Diy，z]j 中 的 分 配 律 、 交 换 律 和 结合 律 重新 排列 得 出 一 
个 形 为 : / 

z p(y, 人 一 (Par')y’ 

的 表达 式 ， 根 据 这 个 表达 式 的 形式 ， 似 乎 可 以 把 它 解 释 为 整 环 
DLzx, yj] ( 先 7z 后 y) 中 的 多 项 式 p(x,9). 这 样 建立 的 对 应 兄 ( 2 


>p' (x 9) 是 一 对 一 的 一 一 每 个 非 零 元 素 ai; 的 有 限 集合 恰好 对 应 
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D[y, z] 中 一 个 元 素 ， 也 恰好 对 应 D[z, y] 中 一 个 元 素 ， 最 后 ， 因 
加 法 和 乘法 的 法 则 (2) 和 (3) 可 以 从 整 环 的 公设 推出 ， 而 D[y, x] 
和 D[x,y] 这 两 个 是 整 环 , 所 以 我 们 看 到 这 个 对 应 保持 了 和 与 积 . 
n 个 未 定 元 的 情况 可 以 用 更 复杂 更 一 般 的 记号 类 似 地 处 理 ， 
或 者 从 两 个 变量 的 情况 出 发 用 归纳 法 推导 出 . 
于 是 DfEz …… zn 事实 上 对 称 地 依赖 于 zi ,zw. 这 就 启发 我 
们 构造 一 种 D[zu …，zu] 的 定义 ， 从 这 定义 对 称 性 是 一 目 了 然 的 . 
在 n=2 情况 下 对 于 整 环 太 =D[z, 幻 ， 可 以 粗略 地 说 明 如 下 ， 第 
一 ,2 是 由 x,y 和 万 的 元 素 生成 的 (D" 的 每 个 元 素 可 以 由 2 和 
D 的 元 素 反复 进行 求 和 与 求 积 运算 而 得 )， 第 二 , 生成 元 zx 和 9 是 
D 上 并 立 未 定 元 (或 者 是 在 D 上 代数 独立 的 )， 这 就 意味 着 ， 系 数 


0 企 也 上 的 有 限 和 之 ,ao7 纪 可 以 为 零 当 且 仅 当 所 有 系数 全 为 


零 ， 这 两 个 性 质 以 对 称 的 方式 ( 见 下 面 的 习题 9) 瞧 一 确定 鳌 环 
Dlzx, y]. 


习 题 
1. 把 下 列 各 式 表 示 成 系数 在 DLz1 上 关于 的 多 项 式 。 
(a) PF, I) =RI+ RTD, 
(b) q(x, 9) 一 (和 十 3 一 382(22 十 和 一 1). 
2，、 计 算 整 环 Z。 上 关于 两 个 变量 xz,y 的 所 有 可 能 的 畏 数 的 数目 . 
3. 重 写 下 列表 达 式 为 关于 yz 的 多 项 式 ， 其 系数 是 关于 g 的 多 项 式 ( 象 定 
理 8 的 证 明 中 那样 ): 
(32Z2 十 27 十 1)83 十 (2 十 2) 拓 十 (127 一 9) ye 3z 十 27. 
4. 设 D 为 任意 整 环 , 证 明 : 把 p(z) 映 射 到 2( 一 人 的 对 应 是 Do 的 一 
个旧 风物 它 也 是 了 cz 的 自 同 构 吗 ? 
. 对 应 D(z)F2(z 十 c) (此 处 。 为 常数 ) 是 刀 Fz] 的 自 同 构 吗 ? 用 数 的 
二 于 加 以 说 图 
6， 设 也 为 域 , 证 明 : 对 任意 常数 4 考 0, 对 应 DZ PCax) 是 了 zj 的 一 
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个 自 同 构 . 
7. 除了 定理 8 中 所 叙述 的 外 , 列 出 D[z, 幻 上 的 自 同 构 ， 
8， 证 明定 理 7: 
(4a) 对 兄 一 2， (b) 对 任 春 ?%. 
9.、《a) 详细 证 明 : 整 环 Diz， 四 ( 先 x 后 y ) 确 实 是 由 两 个 并 立 未 定 元 
+ 和 yy 在 D 上 生成 的 . 
(b) 设 D' 和 D” 是 两 个 整 丈 ， 它 们 分 别 是 由 两 个 并 立 未 定 元 fz ,，Y 
和 x’,y” 在 D 上 生成 的 , 证 明 : 在 “z 映射 到 wx”, yf' 映射 到 六, D 的 每 个 元 ， 
素 跨 射 到 它 自身 ”的 对 应 之 下 , D' 和 D” 同 构 . 
(ce) 对 %=Z2; 利用 (a) 和 (b) 两 部 分 给 出 定理 8 一 个 另外 的 证 明 . 


$ 3.5 回转 相 除法 


多 项 式 辑 转 相 除法 (有 时 称 为 “多 项 式 长 除法 ”) 为 下 面 多 项 式 
相 除 提供 了 一 个 标准 形式 : 用 一 个 多 项 式 a(x) 去 除 另 一 个 多 项 式 
5(z) 以 便 得 到 商 式 4(w) 和 余 式 7(z),7(z) 的 次 数 低 于 除 式 a(zx) 的 
次 数 . 我 们 现在 将 证 明 , 这 个 办 转 相 除 法 , 虽然 通常 是 在 有 理 系 数 
多 项 式 上 进行 的 ， 但 实际 上 对 于 系数 在 任意 域 上 的 多 项 式 都 是 可 
行 的 . 

定理 9 如 果 碟 为 任意 域 , a(2) 半 0 和 B(x) 是 万 上 的 任意 多 
项 式 , 那么 我 们 可 以 找到 如 上 的 多 项 式 9(w) 和 7(w), 使 得 

0O(42) 一 QZ)QCZD 十 7(Z) (8) 
成 立 , 这 里 7(%) 或 者 为 零 或 者 它 的 次 数 低 于 a(w) 的 次 数 . 

证 明 概 要 ”从 5(x) 中 减 去 除 式 a(x) 与 适当 的 单项 式 cx* 的 
乘积 ， 逐 步 消 去 锌 除 式 8(x) 的 最 高 项 ， 如 果 a(z) =ao 十 CizZ 十 … 
十 Qnz”"(Gm 子 0), D(z) 二 bo 十 bz 十 … 十 bax"(5, 二 0), 并 且 58(w) 的 次 
数 % 不 低 于 a(z) 的 次 数 m, 则 我 们 可 以 做 差 


b, (x) =b(%) —m na" "a() 
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Lo 


bi (z) 的 次 数 低 于 或 者 为 零 ， 然 后 我 们 可 以 重复 这 一 过 程 直 到 
余 式 的 次 数 低 于 m 为 止 . | 

驾 转 相 除法 的 正式 证 明 可 以 根据 数学 归纳 法 第 二 原理 ， 邵 
$ 1. 5 中 所 描述 的 那样 ， 设 几 是 a(x) 的 次 数 ， 任 何 次 数 %n 二 m 的 
多 项 式 5(%) 可 表示 成 b(w)==0.alw) 十 5(x)， 其 商 式 q(x)=0， 对 
次 数 n>>mm 的 多 项 式 , 由 (9) 式 得 到 


OZ) 一 0 (2) 十 一 an "a(z), (10) 


其 中 bi(z) 的 次 数 <n, 除非 51(x) =0, 由 数学 归纳 法 第 二 原理 我 
们 可 以 假定 , 表达 式 (8) 对 于 一 切 次 数 <n 的 多 项 式 都 成 立 , 于 是 
我 们 有 

bi(x)=q (rv)a(r) 十 7(2)， z (11) 
这 里 7(z) 的 次 数 低 于 m, 除非 rT(z)=0， 把 (11) 式 代入 (10) 式 中 ， 
我 们 得 到 所 要 求 的 方程 (8) 


5(z) = 1 (十 和 mr | 二 rr(z)， 


特别 是 , 如 果 多 项 式 a(z) =z 一 e 是 线性 首 一 的 , 那么 (8) 中 的 
余 式 是 一 个 常数 >=8(z) 一 (z 一 c)g(z), 如 果 我 们 令 xz 一 ce, 这 个 方 
程 给 出 r= 二 b(c) 一 0q(c)==5b(c)， 因 此 我 们 有 

推论 1 用 zx 一 c 去 除 多 项 式 p(z), 其 余数 是 Dp(c), ( 称 为 余数 
定理 ) 

当 (8) 中 的 余 式 是 零 时 ， 我 们 就 称 5(z) 可 被 w(z) 整 除 ， 更 确 
切 地 说 , 如 果 a(z) 和 5(z) 是 整 环 D 上 的 两 个 多 项 式 形式 , 那么 , 在 
D 上 (或 在 DLx1 中 )b(w) 可 被 a(z) 整 除 当 且 仅 当 存 在 某 个 多 项 式 
形式 q(x)EDLzx], 使 得 5(x) =g(w)a(z). | 


了 题 
1. 证 明 : 在 (8) 式 中 对 于 给 定 的 a(x) 和 5(z), glx) 和 7(z) 是 崔 一 的 ， 
2， 设 5(o) 二 2 一 十 32 一 5,4(z) = 二 wr 十 7, 计算 g(r) 和 ?7(z). 
3， 设 a(2) 分 别 为 5 一 2, x 十 2, zs 十 z 一 1，D(z) 同 习题 2 一样 , 计算 gq《2) 
和 ?7 (7x), 
4，(a) 对 域 Z; 做 习题 2. 
(b) 对 域 Z, 和 做 习 题 3. 


5， 在 域 了 中 给 出 不 同 的 数 oo ab …, auw 令 a(o) = 【人 一 op 证明 


j=0 

上 任意 多 项 式 f(z) 被 a(z) 除 所 得 的 余 式 7(z), 确 是 f(z) 在 这 些 点 上 的 拉 
格 朗 日 插值 : 

6. 在 ZN,Zi,Z; 中 任何 一 个 整 环 二 和 8 十 Z2 十 z 十 1 可 被 字 十 3z 二 2 整 辽 
吗 ? 

7. 找 出 所 有 可 能 的 环 Z,, 在 其 上 x5 一 10z 十 12 可 被 x 十 2 整除 . 

38. (a) 设 一 个 任意 整 环 上 多 项 式 有 (2) 有 yo 一 0 = 了 (5)， 共 中 4a 半 6， 
证 明 : f(z) 可 被 (z 一 a) (z 一 6) 整除 . 

(5) 推广 这 个 结果 . 

9。 在 应 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 轧 转 相 除法 时 ，P(n) ( 见 8$1.5) 确 

切 的 含义 是 什么 ? 


$3.6 单位 与 相伴 

我 们 可 以 得 到 关于 多 项 式 的 完全 类 似 于 算术 基本 定理 的 定理 
(或 称 为 唯一 因子 分 解 定理 )， 在 这 个 类 比 中 ，“ 不 可 约 多 项 式 ” 扮 
演 素 数 的 角色 , 它 的 定义 如 下 . 

定义 一 个 多 项 式 形式 如 采 它 可 以 分 解 出 系数 在 所 上 次 数 较 
低 的 多 项 式 因 子 , 则 称 它 为 过 上 上 可 约 多 项 式 ; 否则 称 它 为 下 上 不 可 
约 多 项 式 ， 

例如 ， 多 项 式 和 十 4 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 ， 如 果 不 然 ， 
2 十 4 二 (ZX 十 Q)(X 十 六. 令 X= 一 b 代入 上 式 得 (一 0)? 十 4=( 一 8 十 o) 
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(一 5 十 芭 =0, 因此 (一 22= 一 4 这 显然 是 不 可 能 的 , 因为 在 这 个 
域 中 一 个 数 的 平方 不 可 能 是 负 的 ， 因 为 在 任意 有 序 域 中 ， 同 样 的 
论证 也 成 立 , 所 以 我 们 得 出 结论 : 在 实数 域 或 其 他 任意 有 序 域 上 ， 
x2 十 4 也 是 不 可 约 的 . z 

为 了 闹 明 不 可 约 多 项 式 和 素数 之 间 的 类 似 ， 我 们 现在 对 任意 
整 环 刀 来 定义 某 些 整除 性 的 概念 , 例如 对 多 项 式 环 Q[z]， 整数 环 
Z, 或 者 别 的 整 环 来 定义 . 

DD 的 元 素 a 可 被 5 整除 ( 记 作 51a) 的 定义 是 , 在 DD 中 存在 某 个 
0, 使 4=cb， 如 果 51a 而且 a15, 则 称 两 个 元 素 4. 和 是 起 绊 . 单 
位 元 素 1 的 相伴 称 为 单位 ， 因 为 对 一 切 a, 有 11a， 所 以 4 是 了 中 
的 单位 当 且 仅 当 它 在 DD 中 有 乘法 逆 元 素 %!， 使 得 1=ww-!。 具有 
这 个 性 质 的 元 素 也 称 为 可 着 元 素 . 

如 果 a 和 是 相伴 , a 二 cb 并 且 8=ca， 因 此 ca=cc ea 由 消 
去 律 得 1=cc'， 于 是 c 和 c' 都 是 单位 . 反 过 来 , 如 果 % 是 单位 , 则 
a 一 wb 是 5 的 相伴 ， 因 此 两 个 元 素 是 相伴 当 且 仅 当 其 中 每 一 个 可 
以 从 另外 一 个 乘 以 单位 因子 而 得 到 . 

例 1 在 域 中 , 每 个 e 关 0 都 是 单位 . 

例 2 在 整数 环 Z 中 ， 单 位 只 有 士 ， 因 此 任何 a 的 相伴 

例 3 在 未 定 元 7 的 多 项 式 环 D[z] 中 ， 乘 积 了 (x)g(x) 的 次 
数 是 这 两 个 因子 的 次 数 之 和 ， 因 此 任何 元 素 5(z) 如 果 有 多 项 式 
逆 ( 即 a(x)5(x)=1), 它 必须 是 零 次 多 项 式 5(z) 5， 这 样 常数 多 
项 式 5 有 逆 仅 当 5 在 D 中 有 逆 ， 因 此 D[zxj 的 单位 都 是 DD 的 单位 . 

如 果 万 是 域 ， 那 么 多 项 式 环 F[4z]j] 的 单位 恰 是 五 的 非 零 常数 ， 
因此 两 个 多 项 式 f(x) 和 g(x) 在 FLxj 中 相伴 当 且 仅 当 每 一 个 是 另 
外 一 个 的 常数 倍 . 

例 4 在 一 切 数 a 十 5bMV 3 (a, 5 为 整数 ) 构 成 的 整 环 Z[MV 2 ] 
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, b 
中 ,由 (a 十 bY 2)(zx+yg 2)=1 得 出 he th — 003 


一 一 这 些 都 是 整数 当 且 仅 当 o2 一 202 = 士 1， 于 是 1 士 V2 和 3 士 
2V 2 是 Z[WV2] 中 的 单位 , 而 2 十 M2 不 是 ZI 2] 中 的 单位 . 
任意 整 环 忆 的 元 素 训 可 被 它 的 一 切 相 伴 整除 ， 还 可 被 一 切 单 
位 整除 ， 这 些 相伴 和 单位 称 为 5 的 “ 假 因 子 ”. 不 是 单位 也 不 具有 
真 因子 的 元 素 称 为 也 中 素 元 素 或 称 它 在 DD 中 是 不 可 约 的 . 
例 5 在 任意 域 了 ff 上 ， 线 性 多 项 式 az 十 p(a 寺 0) 是 不 可 约 的 ， 
这 是 因为 它 的 因子 只 是 常数 (单位 ) 或 是 它 本 身 的 常数 倍 ( 相 伴 ). 
例 6 考虑 “高 斯 整数 ” 环 Z[\ 一 1]， 它 是 由 所 有 形 为 a 十 
bs 一 1( 其 中 a, 8EZ) 的 数组 成 , 如 果 a 二 5 一 1 是 单位 , 那么 对 某 
个 c 十 dv 一 1, 我 们 有 
1= (a+b/—1) (eta —1) 
= (ac—bd) + (ad +be)v —1. 
因此 ac 一 8 =1 ad 二 bc 二 0, 并 容易 验证 
1= (ac —04d):+ (ad+bc) := (aq:+0) (c+a’). 
因为 十 如 ，e? 十 ?都 是 非 负 整 数 , 所 以 我 们 推断 82 十 5?= 二 0 十 
二 1; 于 是 只 可 能 是 : 1, 一 1,M 一 1 和 一 vV 一 1 给 出 四 个 单位 . 
9| 理 在 任意 整 环 刀 中， 关系 “a 和 是 相伴 ”是 一 个 等 价 
证 明 将 留 给 读者 (还 见 下 面 的 习题 1~3). 


习 证 


1. 在 任意 整 环 DD 中 , 证明 : 
(a) 关系 “5b1a” 满 足 自 反 律 和 传递 律 . 
”(b)〉 如 果 c 丰 0, 那么 bia 当 且 仅 当 be1ac. 
(c) 任意 两 个 元 素 有 公 因 子 和 全 倍数 . 
(d) 如 果 al& 和 alc, 那么 ol (5b 土 0)， 
® SF 。 


2， 证 明 : Zw 的 单位 都 是 与 mr 互 素 的 整数 . 
3， 在 任意 整 环 中 , 设 “a~b” 的 含意 是 “ga 和 已 相 伴 ,证 明 : 
(a) 如 果 a~b, 那么 c~a 当 且 仅 当 c1b. 
(b) 如 果 a~5b, 那么 ale 当 且 仅 当 2le. 
(c) 如 果 alc 当 且 仅 当 5b|e, 那么 ao 一 2. 
(d) 如 果 2 为 素 元 素 并 且 Pp~g, 那么 9 也 是 素 元 素 . 
4. 证明: 如 果 a~o 且 6~5， 那 么 ob~~ab .而 一 般 玉 说，4 十 0 和 ~ 
4 十 b 是 不 对 的 ， 
5。 证 明 广 闵 祖 去 律 : 如 果 ax~by, a~5b 并 且 6 大 0, 那么 2~. 
6， 列 出 十 2z 一 1 在 ZsLzj 中 的 所 有 相伴 . 
7. 找 出 两 个 未 定 元 的 多 项 式 环 DLz, 四 中 的 全 部 单位 来 . 
8.， 对 于 整 环 DD 中 哪些 元 素 a， 使 得 对 应 p(x) 一 plaz) 是 DLzw] 的 自 同 
构 ? 


9， 找 出 整 环 只 中 的 全 部 单位 ， 这 里 九 是 由 所 有 有 理 数 一 组 成 其 中 mm 和 


% 为 整数 , 并且 不 能 被 7 整除 . : 
10。 当 a=a 十 bw 3, 定义 NWN(a) = 一 352, 证 明 : 
(a) N(aa )}=N(a)N(a'). 
(b) 如 果 a 是 Z[M 3] 中 的 单位 , 那么 N(a) = 
11. 设 Z[MV51 是 由 一 切 数 a=atbwV 5 (6, 5 为 整数 ) 组 成 的 整 环 ， 且 
令 N(a) =a:— 5956. 
(a) 证 明 : 9+4V 瑟 是 这 个 整 环 中 的 音 位 (参见 习题 10)， 
(b) 证 明 : 1 一 V5 和 3 十 V5 是 相伴 ,但 不 是 单位 ， 
(c) 证 明 : 一 般 地 , c 是 单位 当 且 仅 当 (ca) = 
(d) 设 Wec) 是 己 中 的 素 元 素 , 证明 a 是 ZL[\/5 ] 的 素 元 素 . 
(e) 证 明 : 4 十 MV/ 5 和 4 一 V5 是 素 元 素 . 
(f ) 证 明 : 2 和 3 十 V5 是 素 元 素 . (提示: 对 任何 XZ，z?==2 
(mod 5) 是 不 可 能 的 .) : 
(g) 利用 2.2= (3 十 MV 5)(3 一 MV 5) 证 明 : ZLwW5] 不 是 唯一 因子 
分 解 整 环 ( 见 § 3. 9). 
12. 详细 证 明正 文中 的 引 理 ， 
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$3.7 不 可 约 多 项 式 

多 项 式 代数 中 的 一 个 基本 问题 是 寻求 判断 给 定 域 上 多 项 式 可 
约 性 有 将 方法 , 这 种 判断 自然 完全 依赖 于 所 考虑 的 域 了 ， 例 如 , 在 
复数 域 C 上 ， 多 项 式 x? 十 1 分 解 为 1= (z+ 二 DD) .CCz 一 
V 一 1)， 事 实 上 , 正如 8 5.3 中 将 要 指出 的 , C[z] 中 只 有 线性 多 项 
六 是 不 可 约 的 ， 而 允 十 1 在 实数 域 R 上 是 不 可 约 的 . 

再 有 ,因为 x? 一 28 二 (x 一 M28) (x-- M28)， 所 以 多 项 式 zx? 一 
28 在 实数 域 上 是 可 约 的 . 但 是 ， 这 个 多 项 式 在 有 理 数 域 上 是 不 可 
约 的 ， 后 面 我 们 将 严格 证 明 它 ， 

5| 理 一 个 二 次 或 三 次 多 项 式 D(z) 在 域 玉 上 是 不 可 约 的 ， 除 
非 对 某 个 cEF, 有 2(C) 王 0， 

证 明 把 p(x) 任意 分 解 成 次 数 较 低 的 多 项 式 ， 其 中 一 个 因子 
上 必 征 线性 的 , 这 因为 多 项 式 乘积 的 次 数 等 于 全 体 因 子 的 次 数 之 和 . 

定理 10 设 D(z)=aoz 十 0121 十 … 十 gu 是 整 系数 多 项 式 . 


方程 p(x) 二 0 的 任何 有 理 根 工 必 满足 7 了 7|a 和 s|ao. 
证 明 ”假设 对 某 个 分 数 z 一 满足 p(z) 一 0. 约 掉 5 和 。 的 最 


大 公 因 子 后 , 我 们 可 以 把 ”表示 成 两 个 互 素 整数 > 和 的 商工 ,把 
它 代 和 p(x) 得 

0= "p(T)=00r"+ar" s+ ans", (12) 
因此 

一 Qo07r" 二 8(Q17" ! 十 Qor” ?8 十 十 a,8”!)， : 
有 rsiaor". 但 是 〈s，7) 三 1， 因 此 逐次 应 用 $1.7 定 理 10 得 
S | an 7 3 s|ao. 类 似 地 ， 因为 


eo QO0 »， 


一 0nS =7(Q0r" 1l 二 二 Qn-18" 7)， 
所 以 有 7|a,. 
推论 整 系数 首 一 多 项 式 的 任意 有 理 根 都 是 整数 . 
现在 容易 证 明 到 一 28 在 Q 上 是 不 可 约 的 . 根据 推论 ,x: 二 28 意 
昧 着 x 一 一 是 一 个 整数 . 但 是 ， 当 lz|>6 时 x 一 28>>0, 当 |zZ| 委 5 
时 一 28 一 0 因此 没有 一 个 整数 可 能 是 2 一 28=0 的 根 ， 所 以 (由 
引 理 )z2 一 28 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 


有 理 数 域 Q 上 多 项 式 的 不 可 约 性 的 一 般 判别 法 (容易 的 ) 是 
没有 的 (特殊 情形 的 判别 见 $ 3. 10). 


寺 题 
1， 检 验 下 列 方程 是 否 有 有 理 根 : 
(4) 373 一 7X 一 5， (D) 5x3 十 X22 十 x 二 4, 
(C) 8x5 十 322 一 17、 (d) 6x3— 37x = 18, 


2. 证 明 : 30z*==91( 整 数 %>1) 没有 有 理 根 . (提示 : 利用 算术 基本 定 


3 对 哪些 有 理 数 z, 3z2 一 72 为 一 整数 ? 找 出 充分 必要 条 件 . 
4。0 和 250 之 间 有 了 哪些 整数 eg， 使 得 对 于 某 个 %>1 方 程 30o = 二 a 有 有 


5。z? 十 1 在 Zs 上 是 不 可 约 的 吗 ! 在 Zs 上 昵 7 对 za 十 z 十 2 结果 如 何 ; 
6， 找 出 有 限 域 使 得 
(a) 一 2 和 在 其 上 是 可 约 的 . 
(b) zz? 一 2 在 共 上 是 不 可 约 的 ， 
7， 找 出 域 Zs 上 所 有 二 次 首 一 不 可 约 多 项 式 . 
8。， 找 出 域 Z，。 上 所 有 三 次 首 一 不 可 约 多 项 式 . 
9 证 明 : 如 果 @o 十 qiw 十 Qs 十 十 onx" 是 不 订 约 的 ， 那 么 G4 十 qn-17 
十 … 十 Goz* 也 是 不 可 约 的 ， 
10. 分 别 在 下 列 各 个 域 上 ， 把 多 项 式 x 一 5x? 十 6 分 解 成 不 可 约 因子 之 
积 : 
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(a) 有 理 数 域 上 . 
(b) $ 2.1 的 域 Q(w 2) 上 . 
(c) 实数 域 上 . 
*11。 证 明 : 如 果 4ae 二 52, 那么 ar: 十 bx 十 c 在 任何 有 序 域 上 是 不 可 约 的 ， 


$ 3.8 ”唯一 因子 分 解 定理 


整个 这 一 节 中 我 们 将 研究 整 环 F[z1 土 的 因子 分 解 , FLz] 是 由 
域 六 上 关于 未 定 元 2 的 多 项 式 形式 组 成 ， 主 要 结果 是 : 因子 分 解 
(分 解 成 不 可 约 ( 素 ) 因子 ) 是 唯一 的 ， 其 证 明 类 似 于 算术 基本 定理 
(第 一 章 )， 实 际 上 是 形式 上 的 重复 ， 这 个 类 比 包含 着 下 面 基本 概 
念 , 这 个 概念 将 在 第 十 三 章 里 作 系 统 讨 论 . 

定义 ”交换 环 民 的 非 空 子 集 CO 称 为 理想 是 指 CQ 满 足 : 由 QEC 
和 bEO 可 推出 a 十 bE€0, 由 a€C 和 rE€R 可 推出 7Ta€t0 

注 对 任意 a€R, a 的 所 有 倍数 Ya 的 集合 是 一 个 理想 ， 这 因 
为 对 7, SE€R 有 

z ra+sg 二 (7 二 8)a 和 8s (7ra)= (87)a. 
这 样 的 理想 称 为 主 理想 , :我们 将 指出 , 任何 F[z] 中 的 所 有 理想 都 
是 主 理想 . 

定理 11 在 任何 域 玉 上 ,有 [zj 的 任何 理想 C，(i) 或 者 仅 由 零 
组 成 ，(ii) 或 者 由 任何 次 数 最 会 的 非 零 元 素 a(w) 的 倍数 q(x)a(x) 
的 集合 组 成 . 

证 明 如 果 C 才 {0}， 则 CC 包含 一 个 次 数 最 低 的 非 零 多 项 式 
a(z), 其 次 数 记 作 da(a), C 还 包含 ae(z) 的 所 有 倍数 9(x)a(z)， 这 
种 情况 下 ， 如 果 b(z) 是 C 的 任 一 多 项 式 ， 则 根据 定理 9， 有 茶 个 
T(z) 一 0(X) 一 g(xw)a(x) 的 次 数 小 于 ad(la)， 但 是 根据 假设 ,，C 包含 
“r(x)， 由 C 的 构造 知 C 不 包含 次 数 小 于 ad(a) 的 非 零 多 项 式 ， 因此 
rz) 一 0, 所 以 5(z)= 二 q(x)a(z)， 这 就 证 明了 定理 . 

现在 设 a(x) 和 5b(x) 是 任意 两 个 多 项 式 ， 芳 谍 以 任意 多 项 趣 


es O07 ， 


s(Y) 和 tw) 作为 系数 的 a(w) 和 2b(w) 所 有 “线性 组 合 ”s (zw)a(x) 填 
i(w)b(xw) 构 成 的 集合 C， 这 个 集合 C 显 然 是 非 空 的 ， 并 且 包 含 着 
该 集 元 系 的 任意 和 差 或 倍数 , 这 是 因为 (用 缩写 记号 ) 
(sat+itb)+t(s'g+tb)= (s+ts)at+ (t+tt)b, 
q(sa+ tb) = (gs)at (gt)ob. 
因此 集合 0 是 一 个 理想 , 根据 定理 11， 它 是 由 某 个 次 数 最 低 的 多 
项 式 4(w) 的 们 数组 成 . z 

这 个 多 项 式 d(z) 将 整除 a(%)==1'a(z) 二 0.b(z) 和 Bb(x)= 
0.@(z2) 十 1.5(w), 并 且 可 被 waCz) 和 802) 的 任意 公 因子 整除 ， 这 因 
为 d(xz)==so(z)a(w) 十 to(x)b(z)， 我 们 的 结论 是 

定理 12 在 Fx] 中 ,任意 两 个 多 项 式 Q 和 5 具有 最 大 公 因 子 
d 满足 (Dala 和 Qlb, (1) 由 cla 和 cib 可 推出 cldq， 并 且 (ii)d 是 
a 和 的 “线性 组 合 "Qd 二 sa 十 Db. : 

我 们 注意 ， 可 用 1.7 中 详细 撕 述 的 欧 几 里 得 算法 ,由 ax 和 8 
明确 地 计算 出 4，( 这 就 是 上 面 辊 转 相 除法 可 用 来 明显 地 计算 多 
项 式 的 余数 的 原因 . ) 

还 有 , 如 采 4 满足 人，() 和 (0)， 那 么 &% 的 一 切 相 伴 也 满足 
(GD) 和 (0 附带 一 句 , 由 (D 和 (全 可 推出 (i). 

最大 公 因 子 4(x) 除 单位 因子 外 是 唯一 的 ， 这 因为 , 如 果 4 和 
4 都 是 多 项 式 a 和 5 的 最 大 公 因 子 ， 奢 么 由 (i) 和 (i')， 有 dald’ 和 
a'|d, 因此 4 和 4 确 是 相伴 ， 反 之 , 如 果 a 是 最 大 公 因 子 ， 那 么 4 
的 每 个 相伴 也 是 最 大 公 因 子 ， 有 了 时 为 方便 起 见 ， 把 与 4 相伴 的 瞧 
一 的 首 一 多 项 式 说 成 最 大 公 因 子 . 

”两 个 多 项 式 a(w) 和 5(w), 如 果 它 们 的 最 大 公 因子 是 单位 及 其 
相伴 ， 则 称 它 们 互 素 ， 这 就 意味 着 多 项 式 互 素 当 且 仅 当 它 们 的 公 
因子 只 能 是 的 非 等 常数 ( 整 环 了 [zj] 的 单位 ). 

定理 13 如 果 p(X) 是 不 可 约 的 ， 则 由 p(w)|a(x)b(x) 可 推出 
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p(w)|a(w) 或 者 DC2) 15(w). 

证 明 因为 n(x) 是 不 可 约 的 ， 所 以 p(x) 和 a(w) 的 最 大 公 因 
子 或 者 是 pC(z) 或 者 是 单位 元 素 1， 在 前 一 种 情况 ， 有 p(x)|a(x)， 
在 后 一 种 情况 ,我们 可 写 

1= s(w)p(2) + t(v)a(r), 
因此 
b(X)=1:0(%)= s(2) pr)b(s2) + tir) a(w)b(r)]. 
因为 P(x) 整除 乘积 a(z)5(x), 所 以 p(x) 整 除 上 式 右 边 两 项 ， 因此 
整除 5(zw)， 正 如 定理 所 要 求 的 那样 

定理 14 Flix1 中 住 意 非常 数 多 项 式 a(x) 可 表示 成 一 个 常数 
c 磁 以 某 些 首 一 不 可 约 多 项 式 的 来 积 ， 这 种 表示 除 因子 出 现 的 次 
序 外 是 唯一 的 , 

证 明 首先 , 这 样 的 因子 分 解 是 可 能 的 ， 如 果 a(w) 是 常数 或 
不 可 约 , 那么 定理 显然 成 立 ， 否 则 , a(x) 是 低 次 多 项 式 的 乘积 a(x) 
二 b(x)b'(zx). 根据 数学 妇 纳 法 第 二 原理 , 我 们 可 以 假定 

bw) = cpr) .pnt), 
b (2)= ec p(w) pn (%), 
因此 
a(z)= (ce) pv) pn(z) pH) ep (7), 
这 里 cc 是 一 常数 , p(x) 和 p; (2%) 是 首 一 不 可 约 多 项 式 . : 

为 了 证 明 礁 一 性 , 假设 a(x) 可 能 有 两 个 这 样 的 “ 素 ” 因 子 分 解 

a(%)= cep) Pn) = eq) :qv). 
显然 =“ 是 a(w) 的 首 项 系数 (因为 a(x) 的 首 项 系数 是 其 因子 首 
项 系数 之 积 )， 再 有 , 因为 p;(w) 整 除 c'g1(w)…qn(w) = 二 a(zw)， 所 以 
根据 定理 13 它 必 整除 某 个 ( 非 当 数 ) 因 子 q(x); 因为 4;(x) 是 不 


可 约 的 ， 所 以 商 式 于 (2 必 为 常数 ; 又 因 Pi(z) 和 & (z) 都 是 首 一 
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多 项 式 , 所 以 靖 数 必 为 因此 Wo)=q(2)， 消 去 之 后 , pz(2)… - 
pn(z) 等 于 (人 计 人 廊 的 乘积 ,并 且 乘 积 的 次 数 低 于 a(z) 的 次 数 . 因 
此 再 根据 数学 归纳 法 第 二 原理 , Bi(z)(J 二 1) 与 q.《% 生 让 成 对 地 分 
别 相 等 , 这 就 完成 了 证 明 . 

一 个 推论 是 (参考 $1. 8 最 后 一 段 )， 作 为 a(x) 的 因子 而 出 现 
的 每 个 首 一 不 可 约 多 项 式 pi(z) 的 指数 e; 是 由 ce(z) 唯 一 确定 的 ， 
并 且 它 是 使 得 [p(x)j*|a(z) 的 最 大 的 e. 

如 果 象 定理 14 那样 , 多 项 式 alx) 分 解 成 不 可 约 因 子 p;(%) 的 
积 , 但 Pi(z) 不 必 是 首 一 多 项 式 , 那么 ， 这 些 因子 不 再 是 唯一 的 了 ， 
然而 , 每 个 因子 P(x) 被 它 的 首 项 系数 来 除 而 得 出 唯一 的 首 一 不 可 
约 因 子 , 因此 在 PF[x] 上 yp;(x) 是 这 个 不 可 约 因 子 的 相伴 ， 所 以 , 任 
意 两 个 这 样 的 因子 分 解 只 要 重新 排序 ， 并 由 适当 的 相伴 因子 代 圭 
每 个 因子 ， 就 可 做 到 彼此 一 致 ， 综 上 所 述 , 了 [x] 中 的 多 项 式 的 因 
子 分 解 ,除了 相差 次 序 和 单位 因子 外 (或 者 说 除了 相差 次 序 和 用 要 
伴 因子 替换 外 ) 是 上 唯 一 的 . 


习 昌 
1。 证 明 : 如 果 乡 古 由 交换 环 瑟 到 交换 环 五 的 任意 一 个 同 态 ， 那 么 鼠 
的 加 法 零 匹 素 的 原 象 构成 问 中 的 一 个 理想 . 
2. (8) 求 出 双 一 1 和 2 十 23 十 222 十 2 十 1 的 最 大 公 因 子 . 
(b) 把 取 大 公 因 子 表示 成 已 知 多 项 式 的 线性 组 合 wko) 三 SCZ)G(CXZ) 
十 tw)0(z)。 (和 注意, 系数 不 一 定 是 整数 .。) 
(Cc) 对 2 一 1 和 zx3 一 1 做 (a) 和 (b). 
求 出 2zs 十 6z2 一 2 一 3 和 3 十 4X3 十 3z? 十 x 十 1 的 最 大 公 因 子 ， 
， 假 定 多 项 式 的 系数 是 在 Z, 中 , 做 习题 3 
， 证明: 十 xX 十 1 是 模 5 不 可 约 ， 
.在 Zs 中 对 下 列 多 项 式 进行 因子 分 解 : 
(a) 避 十 你 十 1， (b) 23 十 2 十 2， 
(C) 273 十 2022 十 和 十 1 (d) zx! 十 we; 十 % 十 1， 


3 必 《 


® 只 3 。 


*(e) 24 十 23 十 和 十 2， 
7?， 在 有 理 系 数 多 项 式 环 中 列 出 x 一 1 的 全 部 因子 (相伴 除外 )， 证 朋 : 
xX 一 1 的 每 个 因子 与 你 所 列 出 的 某 个 因子 相伴 . 
8， 分别 对 2 一 1 和 2 一 1 做 习题 7. 
393， 证 明 : 有 ZZ 上 两 个 多 项 式 形式 9g (2) 和 7(z) 表 示 Zs 上 同一 个 国 数 当 上 
仅 当 
(xz2 一 2) 1 [2(z) 一 > (2)]. 
(提示 : 利用 § 3.2 习题 6. ) 
10. 证 明 : 域 上 多 项 式 的 任意 有 限 集合 有 一 个 最 大 公 因 子 ， 它 是 已 知 集 
合 中 所 有 多 项 式 的 线性 组 合 . 
11. (a) 证明: 域 上 任意 两 个 已 知 多 项 式 的 所 有 公 倍 数组 成 的 集合 是 一 
个 理想 . 
(b) 证 明 : 多 项 式 有 最 小 公 倍数 ; 通过 求 z? 十 3z 十 2 和 (z 十 1)? 的 - 
最 小 公 倍 数 加 以 说 明 ， 
12， 设 给 定 五 上 的 多 项 式 p(x) 具 有 性 质 ; p(x)|a(z)5(z)， 总 可 以 推出 
或 者 Pp (7z) 1alz) 或 者 P(x) [6b(z), 证明 p(xz) 在 上 是 不 可 约 的 . 
13， 证 明 : 如 采 已 知 多 项 式 p(w) 适 合 任何 其 他 多 项 式 或 者 与 2 (8) 互 
素 或 者 可 被 p(x) 整 除 , 那么 p (2) 是 不 可 约 的 . 
14， 设 m(z) 是 不 可 约 多 项 式 的 宕 , 证 明 : 由 m(z) |a(z)5(z) 可 推出 或 者 
m(z) |a(2)， 或 者 对 某 个 e 有 m(z) |(5 (x))<. 
15. 设 jz) 与 了 (wo 9(Z) 两 个 多 项 式 互 素 ,证 明 ;， h(x) 与 fag(a 互 于 
16. 证明: 如 果 h(x) 与 (zw) 互 素 , 并 且 h(x) [f(z)g(z), 则 Cz) 19(2). 
17. 证 明 : 如 果 f(z) 和 g9(z) 是 F[z] 中 豆 素 的 多 项 式 ， 并 且 玉 是 玉 的 子 
域 ,那么 (xz) 和 g(xz) 在 KK[z] 中 也 是 互 素 的 . 
“18. 证 明 : 如 果 两 个 有 理 系 数 多 项 式 具 有 公共 实 根 ， 那 么 它们 有 具 有 非常 
数 公 因 子 ( 也 是 有 理 系 数 多 项 式 ). 
19. 下 面 给 出 有 理 系 数 多 项 式 的 某 些 集合 ， 这 些 集合 中 哪 一 些 是 理想 ? 
当 集 合 是 理想 时 , 找 出 该 集合 中 次 数 最 低 的 多 项 式 . 
(a) 满足 5(3)=8(5) =0 的 所 有 5b(2); 
(b) 满足 6(3) 考 0 和 5(2)=0 的 所 有 5b(22; 
(c) 满足 56(3)=0,8(6)=8(7) 的 所 有 b (2); 
(d) 使 得 5(2) 的 某 个 窟 可 被 (x 十 1)*(z 十 2) 整除 的 所 有 5(z). 
es 906 ，。 


20. 设 人 5S 是 了 上 多 项 式 的 任意 集合 , 它 包 含 其 中 任意 两 个 元 素 之 差 , 并 且 
当 它 包含 任意 8(2), 就 必 包 含 x0(2) 和 ab(x), 这 里 4 是 了 中 任意 常数 , 证 明 
S 是 一 个 理想 . 


“SS3.9 其 他 唯一 因子 分 解 整 环 


考虑 有 理 数 域 Q 上 关于 两 个 未 定 元 的 多 项 式 形 式 构成 的 整 
环 QLz, gy1，a(w, 肋 = 和 和 DG 幼 三 护士 2 的 公 因 子 只 能 是 工 及 
其 相伴 , 但 是 不 存在 多 项 式 s(z, 力 和 上 (z, 幼 ， 满足 关系 式 zs8(Z 9 
十 (十 x)t (x,9) 二 1， 这 因为 不 管 怎样 选取 8 和， 多 项 式 ws 十 
(所 十 2 总 没有 非 零 常数 项 ， 类 似 地 ， 在 整 系数 多 项 式 环 Z[7] 
中 ,2 和 z 的 最 大 公 因 子 为 1, 而 关系 式 28(%) 十 Xt(w) 二 1 无 解 . 于 
是 这 两 个 整 环 中 定理 12 都 不 成 并 . 
然而 我 们 可 以 证 明 ， 上 述 两 种 情况 分 解 成 素 因 子 是 可 能 的 而 
且 是 唯一 的 (定理 14 成 立 ). 
定义 ”满足 下 列 条 件 的 整 环 称 为 唯一 因子 分 解 整 环 《有 时 称 
为 高 斯 整 环 ): . 
(1) 非 单 位 的 任意 元 素 可 分 解 成 素 因子 ; 
(ii) 除了 相差 次 序 和 单位 因子 外 , 这 种 因子 分 解 是 唯一 的 . 
我 们 的 主要 结果 是 , 如 果 CG 是 任意 了 崔 一 因子 分 解 整 环 , 那么 G 
上 任意 多 项 式 形式 的 整 环 GLz1,…,%n| 同 样 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 
对 %w 用 归纳 法 , 显然 可 把 问题 归结 为 天干 单个 坟 定 元 的 GL[z1 的 情 
形 , 我 们 将 考虑 这 种 情形 . 
首先 , 我 们 把 G 能 入 下 中 ， 天 =4(G) 为 G 的 形式 商 构 成 的 域 
($ 2.2 定理 5)， 并 同 GLw]j 一 起 考虑 [xj， 我 们 可 以 典型 地 把 G 
想象 为 整数 环 , 相应 地 把 怒 想 象 为 有 理 数 域 . 
其 次 ，FEzj] 的 多 项 式 如 果 满 足下 列 条 件 ， 我 们 就 称 它 为 本 原 
多 项 式 : ( 它 的 系数 在 G 中 心 整 数 )， (0) 它 的 所 有 系数 没有 除 
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G 中 单位 外 的 公 因子 ， 例 如 3 一 5z? 是 本 原 多 项 式 ,3 一 6x? 就 不 是 ， 
引 理 1 (高 斯 ) 两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 是 本 原 多 项 式 . 
证 明 记 
> em’ = Dori > bj), 
如 果 它 不 是 本 原 多 项 式 ， 那 么 G 中 某 素 元 素 2D 将 整除 每 个 cq。 设 
qn 和 刀 分 别 是 aiw' 和 2bswi 中 第 一 个 不 能 被 Pp 整除 的 系数 


(它们 确实 存在 , 因为 这 两 个 多 项 式 都 是 本 原 的 ). 那么 乘积 的 系数 
Cmtn 的 计算 公 \ 式 (3) 给 出 

ambn = — Cmtn™ [aobn sn 十 二 adm_i0n+1 二 Qamiibn-! 十 十 dm+nb0j， 
因为 上 式 右 边 所 有 项 都 能 被 2 整除 ， 所 以 乘积 amb, 能 被 p 整除 . 
这 就 推出 2 必 出 现在 a 或 者 5, 的 唯一 因子 分 解 式 之 中 ， 这 与 选 
取 an 和 5; 为 不 能 被 p 整除 相 了 矛盾 . 

引 理 2 有 [zj 的 住 意 非 索 多 项 式 f(x%) 可 以 写成 f(x%)= 
csf*(w), 其 中 Cf 在 本 中 , 产 (z) 是 本 原 多 项 式 ， 此外， 对 于 给 定 的 
f(z)， 常 数 cf 和 本 原 多 项 式 fr(2) 除 了 相差 一 个 可 能 的 G 的 单位 
因子 外 是 唯一 的 . 

证 明 首先 记 

f(g) = Dt + ee", a b ,EG (“整数 ”)， 
设 c= 一 5， 我 们 有 (x)=cg(z)， 其 中 9(z) 的 系数 都 在 G 
中 ， 现 在 令 c' 是 g(x) 的 所 有 系数 的 最 大 公 因 子 ( 这 是 存在 的 ， 因 
为 6 中 唯一 因子 分 解 定理 成 立 )、 显 然 , *(z) = 全 2 是 本 原 的 ， 


并 且 f(x)= (cc)F 产 (z) 取 cf 一 cc ,这 就 是 5| 理 中 的 第 一 个 结论 
为 了 证 明 cy 和 f* 的 唯一 性 , 只 须 证 明 f* 除了 相差 G 的 单位 
® OQ *« 


”因子 外 是 唯一 的 ， 为 此 假定 产 (z) =cg*(x), 其 中 f*(x) 和 g*(z) 
都 是 本 原 多 项 式 , 并 且 cEF， 记 c= 一 ,其 中 wvEG 并 且 互 素 ， 因 


此 2 2) 三 2 扩 (z)， 那 么 了 束 是 9 (2 的 所 有 系数 的 公 因 子 , 因 
为 4 和 ，" 互 素 , 所 以 2 整除 g*(w) 的 每 个 系数 ， 但 是 9*(z) 是 本 原 
的 , 因此 ”是 G 的 单位 . 由 对 称 性 ,人 也 是 一 个 单位 , 所 以 一 是 G 的 
单位 ， 这 就 完成 了 证 明 . 

引 | 理 2 的 常数 cf 称 为 f(z) 的 容 度 ， 除 相差 中 相伴 元 素 外 
它 是 唯一 的 . 

5| 理 3 如 果 在 GLzj 中 或 者 甚至 在 Fiz 中 有 f(z) = 
g(w)h(w), 那么 5f 人 CrC 并 县 f*(w)~9*(w)h*(xw), 这 里 “一 ”表示 
GCLZj 中 的 相伴 关系 . 

证 明 和 根据 引 理 1，g*(w)h*(wx) 是 本 原 多 项 式 ， 显 然 它 还 是 
f*(z) 的 菜 荔 数 倍 ， 根 据 引 理 2， 两 者 仅 相 差 G 的 一 个 单位 因子 u 
(所 以 两 者 是 相伴 ), 因此 cys=wicscs， 证 毕 

这 个 引 理 的 一 个 推论 是 , 如 果 f(%) 在 GLz] 中 ,并 且 它 在 了 F[xj 
是 可 约 的 ， 那 么 了 (x) 一 ueszg* (vw)h*(w). 这 惰 谷 出 下 面 关 于 定 理 
10 推论 的 一 个 推广 . 

定理 15 整 系数 多 项 式 如 果 它 能 分 解 成 有 理 系数 多 项 式 之 
积 , 那么 它 一 定 能 分 解 成 同 次 数 的 整 系 数 多项式 . 

更 重要 的 是 ， 由 5| 理 3, 在 GLxj]| 中 任意 f(x) 的 因子 分 解 式 分 
离 成 两 个 独立 的 部 分 : 一 个 是 它 的 “ 容 度 ”ci 的 分 解 ， 一 个 是 它 的 
“本 原 部 分 ”f*(z) 的 分 解 ， 前 者 相当 干 G 的 因子 分 解 , 因此 根据 假 
设 这 种 分 解 是 可 能 的 而 且 是 唯一 的 .根据 引 理 3， 后 者 本 质 上 等 
价 于 FLzj] 中 的 分 解 , 由 定理 14, 这 种 分 解 是 可 能 的 而 且 是 唯一 的 . 
这 不 提出 了 

引 理 4 如 果 @G 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 那么 G[x] 也 是 唯一 因 
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子 分 解 整 环 . 

证 明 由 引 理 2， 任 何 多 项 式 f(z) 可 分 解 成 f(x) 二 csf* (zx) 
因此 G[x] 中 的 素 元 素 f(x) 必 然 有 因子 cj 或 者 广 中 的 一 个 是 GLzj 
的 单位 .于 是 G[z] 的 素 元 素 分 为 两 种 类 型 : 一 类 是 G 的 素 元 系 %， 
一 类 是 本 原 不 可 约 多 项 式 ， 它 不 仅 在 GL%」] 中 而 且 在 FLx] 中 都 是 
不 可 约 的 (定理 15). 

现在 考虑 G[x]」 中 任意 多 项 式 f(x).， 它 在 FLx] 中 有 一 个 因 
子 分 解 , 因而 它 与 GLzj] 的 某 些 本 原 不 可 约 多 项 式 的 乘积 相伴 ， 记 
作 了 (z) 熏 qi(w)…gqn《(x)， 于 是 了 (%)=dqi1(w)…4qm(w), 其 中 G 的 元 
素 d 可 分 解 成 G 的 素 因 子 2 的 积 , 总 之 , (2w) 可 分 解 成 

f(%)=p1% pg1(2) m2), 
这 里 每 个 p; 是 G 的 素 元 素 ， 每 个 4(x) 是 GLz] 的 本 原 不 可 约 多 
项 式 . 

出 现在 这 个 因子 分 解 式 中 的 多 项 式 4;(x) 除 相 差 G 的 单位 外 
是 唯一 确定 的 ， 它 是 作为 F[zx] 中 的 f(z) 的 唯一 不 可 约 因子 的 本 
原 部 分 ， 因 为 di(z) 都 是 本 原 的 ， 所 以 乘积 p.…p, 实质 上 是 f(x) 
的 唯一 的 容 度 ， 因 此 pi，…，2 (实质 上 ) 是 cf 在 给 定 整 环 G 中 的 
全 部 因子 (唯一 的 )， 这 就 证 明了 G[x] 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 

由 引 理 4 并 对 站 用 归纳 法 我 们 可 得 出 结论 

定理 16 如 果 G 是 住 意 唯 一 因子 分 解 整 环 ,那么 G 上 每 个 多 
项 式 整 环 G[ wi1,…, Xnj 也 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 

$ 14. 10 中 我 们 将 举 出 一 个 整 环 ， 它 不 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 
在 这 个 整 环 上 , 不论 定 理 12 还 是 定理 14 都 不 成 立 (参见 5 3.6 习 
题 11 (8g))， 


习 题 
1. 把 下 列 各 式 表 示 成 Z[xji 的 本 原 多 项 式 与 一 个 常数 的 习 积 : 
e 了 人 人 站 * 


2 
372 十 67 十 9， 可 十 村 十 7- 


2， 列 出 6x? 十 37 一 3 在 ZLxj] 中 的 全 部 因子 . 

*3。 叙述 一 个 求 Z[z] 中 的 多 项 式 f(x) 的 全 部 线性 因子 ax 十 5 的 系统 
方法 ， 
4， 整 数 nn 取 什么 值 时 , 2x? 十 nz 一 7 在 QLz] 中 是 可 约 的 . 

5， 找 出 下 面 多 项 式 在 Q[z] 中 全 体 素 因子 : 

23 一 100172 一 1，24 二 50 好 十 42， 
6， 证 明 : 在 唯一 因子 分 解 整 环 中 的 两 个 元 素 ea 和 2 总 有 最 大 公 因 子 
(a, 5) 和 最 小 公 倍 数 La, 8j. 
7. 证 明 : 在 任意 唯一 因子 分 解 整 环 中 , ab~ (a, 5) La, bj]. 
38. 象 83.8 习题 15 和 16 所 指出 的 “ 互 素 ” 元素 的 性 质 ， 在 每 个 唯一 因 
子 分 解 整 环 中 成 立 吗 ? z 
9， 按 照 正 文 的 记号 , 直接 证 明 : 
(a) 在 GTIz] 中 ，esf*(z)|esg* (wz) 当 且 仅 当 在 G 中 ofley 并且 在 
Flzj 中 f*(z)|g9* (7). 
(b) 用 (a) 证 明 :; 在 GZ 中 整除 乘积 a(x)5(2) 的 当 元 素 必 整 除 
6(Z) 或 整 际 p(Z)， 

10. 证 明 : 如 果 在 F[z] 中 fc) 与 9(Z) 互 素 ， 那 么 果 (C) 十 9(z) 在 
8Lz, yj 中 是 不 可 约 的 . 

11， 在 Qtz, 幻 中 , 把 下 列 各 式 分 解 成 不 可 约 因子 的 乘积 ， 并 证 明 分 解 出 


的 因子 确实 是 不 可 约 的 : 
(a) HY, (b) 2 一 
(c) we— ys, (d) xz1 十 2zs8g 十 3z2 十 93/. 


12， 找 出 Zs[z, 让 中 所 有 次 数 三 2 的 不 可 约 多 项 式 . 
13. 证 明 ; 在 QLz, 间 中 ,方程 
l= s(x,Y) (x—2) +t (x,y) (z+y— 3) 

不 存在 多 项 式 解 . 

14， 证 明 ; 对 于 五 [z， 纪 中 的 多 项 式 (zx, 力 ， 如 采 存 在 一 个 蔡 换 x 一 
y 一 局 , 它 产生 一 个 多 项 式 f(t", 二) 在 F[t 中 是 不 可 约 的 , 并 假定 f(t 二 ) 的 
次 数 是 所 有 整数 mx7 和 ns 的 最 大 值 (其 中 m, ww 是 出 现在 申 的 茶 一 项 TY 
的 指数 ), 那么 了 (zx,9) 在 [x,y] 就 是 不 可 约 的 ， 
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*15，(〈 克 罗 内 克 尔 (Kronecker) ) 证 明 : 如 果 在 ZL 中 fcz)19g(z)， 那 么 
对 也 中 每 个 。 有 f(e)19(o)， 从 这 个 事实 (和 $ 3. 2 的 插值 公式 (5)) 出 发 ， 
提出 一 个 以 有 限 步 可 以 求 得 Z[z] 中 任意 多 项 式 f(z) 的 给 定 次 数 的 全 部 因 
子 的 系统 方法 ， 

16， 设 万 是 所 有 这 样 有 理 数 的 集合 ， 它 可 以 写成 分 数字 其 分 县 5 与 6 互 
素 . 证 明 : DD 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 
*§83.10 爱 森 斯 坦 不 可 约 判别 淮 则 


”显然 ,方程 x*=1, 当 %w 为 奇数 时 , 除了 x 二 1 外 没有 有 理 根 ,由 
此 得 出 x" 一 1 在 Q 上 除了 x 一 1 外 没有 首 一 线性 因子 ， 但 是 这 还 
不 能 证 明 商 / 

—1] 


| gt 
$2)=—— 


是 不 可 约 的 .事实 上 , 这 个 多 项 式 , 除 为 系数 外 是 可 约 的 . 

我 们 现在 证 明 , 如 果 %= 了 是 素数 ， 那 么 由 (13) 定 义 的 分 圆 多 
项 式 $9(z) 是 不 可 约 的 ,因此 x? 一 1== (x 一 1)9(z) 给 出 x? 一 1 的 ( 唯 
一 ) 因 子 分 解 式 ( 分 解 成 首 一 不 可 约 因 子 ). 这 个 结果 将 从 下 面 关 于 
不 可 约 性 的 充分 条 件 推 出 , 这 个 定理 是 由 爱 森 斯 坦 (Eisenstein) 给 
出 的 . 

定理 17 对 于 给 定 的 素数 Dp, 设 


一 2ar-1l1 十 Var-2 二 十 X 十 ] (13) 


Q(X) 一 rn22 二 art" 1! 二 "十 Qo 
是 一 整 系数 多 项 式 , 如 果 
Qn 直 0 (mod p), an-! 二 Qn-2 三 "…* 三 QW 三 0 (mod 7), 
Qo 站 0 (mod p*)， 


那么 Q(X%) 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 
证 明 ”假定 可 能 有 一 个 因子 分 和 解 (n=m 十 公 
a(2) = nr on v7 二 +b0) (err 二 Cr_iw 十 … 十 00)， 
根据 定理 15, 我 们 可 以 假定 这 两 个 因子 都 是 整 系数 的 , 即 5;, 6c; 为 


* 102* 


整数 . : 因为 go 二 5b0c0， 所 以 假设 中 的 第 三 个 条 件 qo 在 0 (mod p27) 意 
味 者 bo 和 co 不 能 同时 被 bp 整除 ， 固 定 一 种 情况 ， 我 们 假设 50 竺 0 
(mod 7), 而 co 二 0(mod p)， 但 是 bmc4 二 an 直 0(mod 2D)， 故 cx 毕 0 
(mod 7)， 选取 最 小 的 指标 7(7<k) 使 得 c; 直 0(mod p)， 而 61_1 
=… 三 60 二 0(mod p), 那么 : 
@; = hocr t+ bcr 1 十 … 十 0c0 三 Doc，(mod p). 

但 是 ， 因 为 2 是 素数 ， 所 以 由 bo 在 0 和 c* 丰 0(mod p) 得 出 a; 寺 0 
(mod 2) . 根据 假设 , 这 样 的 系数 o 只 可 能 是 aw, 故 7 二 n., 这 表明 第 
二 个 因子 的 次 数 必须 是 n, 所 以 多 项 式 f(w) 确 实 是 不 可 约 的 .证 毕 

当 n= 二 pp 时, 这 个 判别 准则 可 应 用 于 多 项 式 (13)， 这 时 (13) 式 
给 出 分 图 多 项 式 


4(z)= 开 一 一 XC? 1! 十 x? 十 十 Ww 十 1， (13") 


实际 上 ， 爱 森 斯 坦 判 别 准则 还 不 能 直接 用 于 (13)， 不 过 这 可 以 做 
一 个 简单 的 变量 替换 y= 二 x 一 1, 并 由 二 项 式 展开 得 到 


bz 一 1 (yt+1)?—1 
XZ 一 1 1 


出 现在 上 式 右 边 的 二 项 系数 都 是 可 被 素数 p 整除 的 整数 ， 这 是 因 
为 p 作为 因子 出 现在 每 个 系数 的 分 子 中 ,并且 不 能 被 分 母 中 比 它 
小 的 整数 消去 ， 这 样 ， 作 为 9 的 多 项 式 满 足 爱 森 斯 坦 判 别 准则 的 
假设 条 件 , 因此 是 不 可 约 的 ， 原 来 (13') 式 的 分 圆 多 项 式 $(x) 仍 保 
持 这 种 不 可 约 性 . 


= 1 +p + yt 


习题 
1。 下 列 多 项 式 中 哪些 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 : 
2Z3 十 22 + 2+ 2, 2 十 2 十 2 和 十 4 
ZI 一 47， 2 十 15. 


2， 用 爱 杀 斯 坦 判别 准则 证 明 : 2zZ2: 十 1 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 
e 人 了 


3， 证 明 : 如 果 jf(z) 在 域 上 是 不 可 约 的 ， 那么 对 五 中 的 任意 a 
f(x 十 q) 还 是 不 可 约 的 . 
4 证明: 如 果 % 次 (nk) 多 项 式 了 (2) 满足 条 件 @, 才 0, G4 所 0, as- 三 … 
三 Go 三 0 (mod Pp), 且 ao 去 0(mod p?), 那么 f(x) 有 一 个 次 数 至 少 为 的 不 可 
约 因 子 . 
“5。， 证明; 如 果 2% 十 1 次 奇 次 多 项 式 f(z) 满 足 条 件 aaarl 圭 0(mod PP) ,azn 


三 … 三 CGIE0(nod p), aa 三 Ga 三 … 三 Co 三 0(nod pn?), qo 大 0 mod p;), 那 
么 oo) 是 不 可 约 的 ， 

6 (8a) 设 了 (o) 为 整 系 数 首 一 多 项 式 , 证 明 : jc) 对 于 模 2 的 不 可 约 性 
盘 含 着 它 在 Q 上 的 不 可 约 性 . 


(b) 证 明 : Zz 上 的 f(z) 的 每 个 因子 在 模 p 之 下 必 可 化 为 Zs 上 相同 
次 数 的 因子 . 
(c) 用 这 个 办 法 (用 小 的 素数 p ) 检验 下 列 多 项 式 在 Q@ 上 的 不 可 约 
性 : 
03 十 6z2 十 57 十 25， X3 十 6xz2 十 117 十 8&， 
24 十 8 如 十 2 十 27 十 5. 

7 (3a) 设 Ltj 是 关于 未 定 元 t 的 全 体 多 项 式 的 整 环 ， 对 于 系数 在 
FLt} 上 的 多 项 式 f(x)， 哲 述 并 证 明 类 似 于 爱 森 斯 坦 判 别 礁 则 的 定理 ，( 提 
示 : 用 上 代替 p.) 

(b) 用 此 定理 证 明 十 3t2w? 填 2tzw? 十 tz 十 7 十 如 在 FL[t, Xj 中 是 不 
可 约 的 . 


*S 3.11 部 分 分 式 


多 项 式 的 唯一 因子 分 解 定 理 可 以 用 于 有 理 纯 数 上 ， 以 便 得 到 
某 些 简化 的 表达 式 ， 例 如 在 要 分 学 中 用 到 的 部 分 分 式 的 展开 . 现 
在 我 们 就 对 此 进行 讨论 ， 这 一 太 永 及 到 的 多 项 式 和 有 理 分 式 都 候 
证 它们 的 系数 是 在 某 一 图 定 的 域 二 上. 


首先 考虑 这 样 的 有 理 式 202， 它 的 分 母 分 解 成 互 素 的 因子 


c(z) 和 d(xw), 即 a(z)= 二 cl(wx)d(x)， 由 定理 12 给 出 多 项 式 s(x) 和 
tx) 适合 1 二 sc 十 td, 因此 
,104。 


PLX ) _ s(x)b(7) t (2)b(7) (14) 
c(z)a(z) d(x) CCz) | 


这 一 结果 可 叙述 成 
”” 引 理 1 一 个 有 理 分 式 ， 如 果 它 的 分 母 是 两 个 互 素 多 项 式 
c(Zz) 和 (2) 的 乘积 ;那么 它 可 以 表示 成 分 母 分 别 为 c(Z) 和 d(z) 的 
两 个 商 式 之 和 . | 

如 果 分 母 w(z) 是 一 个 震 a(x)=[e(z)]"，m>1,， 那么 这 个 方 
法 还 不 能 直接 应 用 ， 改 换 另 法 ， 按 照 辊 转 相 除法 , 用 c(z) 去 除 分 
子 , 有 


PCZ) 一 go(2)CCZ) 十 ToCz)， 
然后 骨 用 oz) 去 除 商 go(2) 得 
go(Zz) = qi(v)e(r)+ri(r), 
两 个 守 式 合 起 来 便 得 
B(x)=q(z) ews) 十 ICZ)CCZD) + rr). 
重复 这 一 过 程 (注意 , 这 个 说 法 隐 含 了 归纳 过 程 ), 采用 缩写 记号 我 
们 得 到 由 
D(2) =- gn-1C" 二 ?m106" 十 十 910 十 90 (15) 
这 里 每 个 多 项 式 7; 二 7;(x), 如 果 不 为 零 ， 则 它 的 次 数 低 于 c(z) 的 


次 数 ， 现 在 有 理 分 式 24z4 变 成 
a(xw) 


ob Tm—l1 Tm—2 so ?i To 
pin (16) 


这 就 证 明了 . 

5| 理 2 以 容 [Lc(w)]” 为 分 母 的 有 理 式 可 以 表示 成 一 个 多 项 
式 加 上 一 些 有 理 分 式 之 和 ， 每 个 有 理 分 式 的 分 母 是 CC2) 的 畦 ， 分 
子 的 次 数 低 于 cz) 的 次 数 ， 


中 这 同 $1.5 习题 11 关于 整数 的 十 进 小 数 展开 式 相 类 似 ， 
e 703 。 


绿 合 这 些 结 采 , 可 把 任意 给 定 的 分 母 a(z) 分 解 成 首 一 不 可 约 

多 项 式 的 乘积 ， 如果 把 相同 的 不 可 约 因子 归 在 一 起 , 我 们 有 
AZ) 一 CoLDICOD 关于 人 人 人 四 se pe wv) ™, (17) 
其 中 指数 m; 为 整数 ， 任 意 两 个 不 同 的 首 一 不 可 约 多 项 式 (2%) 
和 pz(x) 当 然 互 过 ， 因 此 和 星 Lp(x)j™ 和 [Pp2(w) jj 除了 单位 外 没有 
公 因 子 ， 所 以 是 互 秦 的， 因此 可 以 应 用 引 理 1 把 分 母 分 解 成 其 中 
一 个 因子 是 c1(z)= 二 [Pp1(z)]"， 而 男 一 个 因子 是 (17) 式 除去 


[p(w)j” 后 余下 的 部 分 , 重复 进行 下 去 ， 就 可 把 表 为 一 些 分 式 
的 和 , 每 个 分 式 的 分 母 是 Lp;(x)]™。 最 后 还 可 用 (16) 式 把 每 个 分 
式 进 一 步 化 简 . 


定理 18 任意 有理 分 式 2 可 可 以 表示 成 一 个 和 的 多 项 式 加 


上 形 为 的 (“部 分 ) 分 式 之 和 ,这 里 p(w) 为 不 可 约 多 项 式 ， 
7(w) 的 次 数 低 于 DO) 的 次 数 ， 所 出 现 的 分 母 LP(Z) ]j "是 原来 分 母 
qz) 的 一 切 因 子 . 


如 果 要 找到 给 定 的 有 理 函数 m0 的 明显 的 部 分 分 式 表达 式 ， 


那么 照 定 理 18 证 明 的 每 一 步 去 做 就 可 得 到 ， 这 样 的 证 明 称 为 “ 构 
造 性 "证 明 .， 它 总 是 可 以 用 于 有 关 对 象 的 实际 计算 . 


例如 ， 在 有 理 数 域 Q 上 考虑 二 1. 分 母 是 (z 一 1)(w?+z 二 1) 


第 二 个 因子 古 不 可 约 的 ， 由 轰 转 相 除法 得 到 x 十 x 十 1 二 (zx 十 2)， 
(zx 一 卫 十 3, 用 原来 分 式 的 分 子 (x 十 1) 乘 这 个 方程 , 我 们 得 到 
3(Z 十 1) 一 (Z 十 1) (2 十 @ 十 1) 一 (人 十 3 十 2) (x 一 1); 


3(Z 十 1) wtl 2 十 32 二 2 
0 一 1 Yi 一 1 十 wX 十 1 


”060。， 


所 得 的 每 个 分 式 可 以 通过 加 转 相 除法 进一步 化 简 包 得 出 

3(7+D) _ 2 2z 十 1 

ri—1 wl ww+l 

在 实数 域 R 上 , 不 可 约 多 项 式 只 能 是 线性 多 项 式 和 满足 5? 一 

4ac 一 0 的 二 次 多 项 式 ar? 十 bx 十 c，( 这 个 命题 将 在 $5.4 定 理 7 
中 证 明 , ) 因 此 , 在 R 上 任意 有 理沙 数 可 以 表示 成 分 母 是 线性 多 项 
式 的 项 和 二 次 多 项 式 的 需 的 分 式 之 和 ， 这 个 事实 在 微 积 分 学 中 用 
来 证 明 : 任何 有 理沙 数 的 不 定 积分 可 以 通过 “初等 函数 ”( 即 代数 
国 数 、 三 角 函 数 、 指数 函数 以 及 它们 的 反胃 数 ) 求 表示 根据 定理 


cr+td) 
18, 有 理 分 式 求 积 时 , 本 质 上 可 化 为 二 5 和 zo 攻 汪 内- 霹 两 各 


尖 型 的 项 之 和 求 积 因此 ， 如 来 这 两 种 类 型 的 函数 的 积分 可 以 遂 
过 万 等 随 数 表示 (这 是 可 以 散 到 的 )， 那 么 关于 积分 的 命题 就 将 被 
征明， 


p» 题 
1. 分 解 下 式 成 部 分 分 式 (在 有 理 数 域 上 )， 
3 十 4 l 
(a) Pt : Rm 
oa: 
(C) a 4 ) Xa 9 
3 37—7 
(6) 南下 5RTT， ({) tay 
47 十 2 
2?， 分 别 在 下 列 域 上 把 元 十 25 二 4 分解 成 部 分 分 式 : 
(a) 模 5 整数 域 ds, 
(b) 有 理 数 域 Q@. 


中 把 这 个 直接 方法 同 微 积分 教科 书 中 常用 的 方 革 加 以 比较 , 在 那里 ， 我 们 必须 


解 出 出 现在 项 - 么 和 -2 二 < 中 的 未 知 系数 4, B,C. 
tT—1 x+ 二 i 


e。 1107 。 


3. 设 G0, 1 “a dn 为 不 同 元 素 ， 证 明 : 


1 
.~ ， 上 其 中 Ci= (gi;— 9)). 
i (x— 6.) 2 I 的 


(提示 : 用 拉 格 朗 日 播 值 公式 展开 p (4;) =1.) 

4， 对 饮用 归纳 法 , 证 明 (13) 式 . 

5， 用 归纳 法 给 出 定理 18 的 详细 证 明 . 

6，(a) 证 明 : 任意 非 多 项 式 的 有 理 式 可 以 表示 成 一 个 多 项 式 与 另 一 个 
有 理 式 之 和 , 这 有 理 式 的 分 子 是 次 数 低 于 分 母 次 数 的 多 项 式 . 

(b) 这 种 表示 是 唯一 的 妈 ? 

7， 如 果 限 定 所 有 分 式 (包括 部 分 分 式 ) 的 分 子 的 次 数 低 于 相应 的 分 母 的 

次 数 , 证 明 下 列 引 理 和 定理 中 的 表达 式 是 唯一 的 : 


(a) 在 引 理 1 中 ， (b) 在 引 理 2 中 ， 
(c) 在 定理 18 中 . 
8. (a) 设 (z 一 q) 不 是 了 (2) 的 因子 , 证 明 
1 C 上 9(Z) 


(ro (zl 一 由 7 (zl 一 mr 


式 中 C= Fea 并且 9(z) 是 一 个 适当 的 多 项 式 . 


*(b) 对 于 分 母 可 分 解 成 线性 因子 的 有 理 函 数 ， 利 用 习题 8(a) 或 习题 
3 化 成 标准 形式 . 

9，(a) 设 p(z) 是 不 可 约 的 , 证 明 : 一 个 分 式 六 (8 与 2 互 素 ) 的 任何 
表示 成 分 式 之 和 的 表达 式 必 至 少 包含 一 个 其 分 母 可 被 7(z) 整除 的 分 式 .( 这 


就 意味 着 2 的 进一步 部 分 分 式 的 分 解 是 不 可 能 做 到 的 .) 


b(x) 
(b) 对 于 Ft 能 有 相同 的 说 法 吗 ? 


*10。 求 下 式 之 和 : 

2 
(zt1){(zt+2) (w+2) (2 十 4) “ta) (Z 十 2 1) 

*]1。 建立 表示 任何 有 理 数 为 “部 分 分 数 ”之 和 的 方法 ， 共 中 部 分 分 数 具 有 


特殊 形式 0<a< 7). 例如 二 = 记 一 可 


ee 10O8»*。 


“12， 假 定 $ 5.3 的 定理 6 成立， 证明: 任意 一 个 复 有 理 函数 的 不 定 积分 


是 由 一 个 有 理 函 数 与 复 对 数 log (十 oj) = | 人 2 一 的 线性 组 合 组 成 的 和 . 


*13， 证 明 : 在 任意 有 序 整 环 DD 上， 如 果 我 们 选取 那些 具有 正 的 首 项 系数 
的 多 项 式 ( 也 就 是 在 (1) 式 中 m>0) 作为 “ 正 ?的 多 项 式 ， 那 么 多 项 式 环 D[z] 
就 成 为 有 序 整 环 ， 


® 109。 


第 四 章 实 数 


$ 4.1 毕 达 哥 拉 斯 二 难 推论 

抽象 代数 虽然 相当 多 地 强调 了 一 般 的 域 和 整 环 所 具有 的 大 量 
性 质 ， 但 是 实数 域 和 复数 域 对 于 定量 地 摘 述 我 们 生活 的 世 分 还 是 
不 可 缺少 的 ， 例 如 , 在 代数 和 几何 的 关系 中 ,不 仅 在 和 初等 解析 几何 
面 且 在 进一步 讨论 矢量 和 矢量 分 析 ( 第 七 章 ) 中 ， 这 两 个 域 都 是 很 
重要 的 ， 此 外 , 它们 还 共有 独特 的 代数 性 质 , 这 些 性 质 将 在 本 书后 
几 间 中 展示 出 来 ， 特 别 重 要 的 是 实数 域 R 的 序 的 完 省 性 和 复数 域 
C 的 代数 完备 性 ， 我 们 在 第 四 、 五 两 章 叙 述 这 些 完 备 性 及 其 代数 
含意 

项 腊 人 研究 实数 用 的 是 纯 几 何方 法 . 对 他 们 来 次 ， 一 个 数 只 
不 过 是 两 个 线段 a 和 5 的 长 度 之 比 (a:5)， 他 们 直接 给 出 关于 比 
的 相等 以 及 比 的 加 法 、 乘 法 、 减 法 和 除法 的 几何 构造 ， 全 体 实 数 构 
成 有 序 域 (§ 2. 多 的 公设 在 希腊 人 看 来 , 是 由 平面 几何 一 系列 公设 
(包括 平行 公设 ) 证 明 的 一 组 几何 定理 . 

证 希腊 哲学 家 毕 达 可 拉 斯 (了 ythagoras) 知道 ， 正 方形 对 角 线 


长 4 与 它 的 边 长 s 之 比 = 二 一 定 满足 方程 


d* 二 (78) 二 7“8° 二 8 十 8*( 毕 达 哥 拉 斯 定理 ). (1) 
因此 他 推理 , 存在 一 个 “ 数 ”7, 满足 7?=1 二 1=2, 


另 一 方面 ， 他 发 现 7 不 能 表示 成 两 个 整数 的 商 7= 忆 ,这 是 因 


为 【各 ) =2 意味 着 吧 = 282 根据 素 因子 分 解 定理 , 2 每 次 整除 


* 了 IJ0O，。 


就 恰 有 两 次 整除 oz, 因此 2 整除 a? 偶数 次 , 类 似 地 ，2 整除 25? 奇 
数 次 , 所 以 a? 二 25? 没有 整数 解 
只 要 把 不 能 表 为 整数 之 商 的 数 设 为 无 理 数 ， 我 们 就 能 避 开 
上 述 “ 毕 达 哥 拉 斯 二 难 推 论 ”. 
类 似 的 论证 指出 ， 立 方 体 C 的 对 角 线 长 与 它 的 边 长 之 比 为 
5，C 的 边 长 与 具有 一 半 体 积 的 立方 体 的 边 长 之 比 为 % 3 ， 这 
些 都 是 无 理 数 ， 这 些 结果 是 $ 3.7 定理 10 的 特殊 情况 . 


此 外 ，r, e 及 许多 别 的 数 都 是 无 理 数 (因此 不 会 恰好 是 乞 ， 


甚至 3.1416)， 我 们 在 第 十 四 章 将 证 明 , 绝 大 多 数 的 实数 不 仅 是 无 
理 数 ， 而 且 其 至 不 能 满足 任何 一 个 代数 方程 (与 V3 不同 )， 为 了 
回答 “什么 是 实数 ?” 这 个 基本 问题 , 我 们 要 用 到 一 些 新 的 概念 . 

一 个 概念 是 连续 性 一 如 果实 轴 分 成 两 段 ， 那 么 这 两 段 必 在 
公共 边界 点 上 相 接 ， 第 二 个 概念 是 ， 有 序 的 有 理 数 域 Q 在 实数 域 
里 笠 密 ,因此 ， 每 个 实数 是 一 个 或 多 个 有 理 数 序列 (例如 精确 到 % 
位 的 有 限 小 数 逼 近 序列 ) 的 极限 ， 这 个 概念 还 可 表述 为 


如 果 z<y， 那么 存在 于 EQ, 使 得 ?一 于 一 (2) 


实数 的 这 个 性 质 首先 被 希腊 数学 家 欧 多 元 斯 (Eudoxus) 发 现 ， 欧 
多 克 斯 把 z=a:b 和 y=c:a 都 看 作 线 段 长 度 之 比 ， 线 段 长 度 a 的 
整数 倍 na 可 用 几何 方法 做 出 , 他 规定 (4a:0) = (ec:4) 当 且 仅 当 对 一 
著 正 整数 m 和 %， 
由 na 二 mb 推出 nc 放 md， 
由 na 二 mb 推出 nc 二 md. z 
上 述 这 两 个 概念 可 以 合并 成 一 个 完备 性 公设 ， 由 这 个 公设 我 
们 可 以 通过 有 序 域 Q 的 自然 扩张 来 构造 实数 域 ， 这 个 “完备 性 ? 公 
设 类似 于 整数 的 良 序 公设 ($ 1.4)， 二 者 都 水 及 无 限 集合 的 性 质 ， 
111. 


(3) 


这 种 性 质 是 非 代 数 的 ， 我 们 将 要 看 到 , 这 个 完备 性 公设 , 对 于 建立 
实数 域 的 某 些 重要 代数 性 质 (例如 每 个 正 数 都 有 平方 根 ) 是 必 
需 的 . 


习 题 

1， 给 出 V 3 是 无 理 数 的 直接 证 明 ， 

2， 证 明 : Ma 是 无 理 数 , 除非 整数 a 是 某 一 整数 的 冯 次 者， 

3.。 证 明 : logo3 是 无 理 数 ， (提示 : 利用 对 数 定义 .) 

4。 证明， 如 果 a 大 0 和 5 都 为 有 理 数 , 那么 , qu 十 5 为 有 理 数 当 且 仅 当 
为 有 理 数 . 

5， 证明: M2 +M 5 是 无 理 数 ，( 提 示 : 从 z 一 M2 =M5 两 边 平方 
出 发 , 找 出 一 个 以 W 2 十 W 5 为 根 的 多 项 式 方 程 .) 


*6， 证 明 ; 定义 为 收敛 级 数 > "二 的 数 。 是 无 理 数 . (提示 ; 如 果 是 有 理 
5=0 


数 , 那么 对 麻 个 (al )e 可 以 是 整数 ,) 


$4.2 上 寞 与 下 弄 


实数 域 可 以 最 简单 地 被 描述 为 具有 下 列 性 质 的 有 序 域 ， 即 域 
中 任意 有 界 集合 都 有 最 大 下 界 和 最 小 上 界 ， 我 们 现在 就 定义 这 两 
个 概念 ， 它 们 类 似 于 可 除 性 理论 中 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍数 的 

定义 设 后 为 有 序 整 环 石 中 某 些 元 素 构 成 的 集合 。 如果 刀 中 
元 素 了 ( 它 本 身 不 一 定 在 S 中 ) 使 得 对 与 中 每 个 元 素 xX, 有 b>x， 则 
称 石 为 如 的 上 界 ， 对 于 品 的 上 界 0， 如 果 万 中 没有 比 瑟 小 的 元 素 
是 后 的 上 界 ， 也 就 是 说 ， 如 果 对 任意 5' 二 5,S 中 都 存在 一 个 和 和 
合 玉 一 2o 那么 六 就 是 咏 的 最 小 上 界 . 

把 上 面 定 义 中 的 “二 " 换 成 “二 ”, “二 " 换 成 “二 ”, 可 定义 总 的 下 
界 和 最 大 下 界 的 概念 . / 
112。 


由 定义 直接 可 知 , D 的 子 集 人 5S 至 多 有 一 个 最 小 上 用 ,并 且 至 多 
有 一 个 最 大 下 春 ( 为 什么 ?). 

直观 上 , 把 实数 当 作 连 续 直 线 (z 轴 ) 上 的 点 来 考虑 , 并 想象 在 
这 条 直线 上 , 全 体 有 理 数 密集 地 撒布 在 它们 各 自 本 来 的 位 置 上 .由 
此 我 们 容易 得 出 结论 : 每 个 实数 a 可 定义 为 所 有 适合 7 二 a 的 有 
理 数 7= 一 (0) 的 集合 3 的 最 小 上 界 . 例如 ,M3 是 大 于 所 有 适 


合 m?<2m? 的 比 一 (m>0 n>>0) 的 最 小 实数 ， 也 就 是 说 ， 数 /2 


是 适合 m?<2n? 的 正 有 理 数 一 的 集合 的 最 小 上 界 . 


用 无 限 小 数 表示 实数 的 普通 表达 式 直 接 包 含 着 把 实数 看 作 有 
理 数 集合 的 最 小 上 界 的 概念 ， 例 如 我 们 可 以 把 V 2 写成 最 小 上 界 ， 
(1.u.b. ) 和 最 大 下 分 (g.1D. ) 两 种 形式 
M2 =1.u.b. (1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, …) C4) 
=~g.1.b. (1.5, 1.42, 1.415, 1.4143,……). 
由 熟悉 的 小 数 表达 式 的 性 质 很 容易 看 出 ， 每 个 正 实数 非 至 集合 也 
有 最 大 下 和 寞 , 如 下 记述. 
考虑 把 了 的 元 到 只 取 前 % 位 的 ?位 小 数 ， 它 们 中 间 必 有 一 个 
最 小 的 元 素 ， 这 是 因为 只 有 有 限 个 非 负 和 位 小 数 ， 比 了 的 任何 给 
定 的 元 素 都 小 ， 设 这 个 最 小 的 % 位 小 数 是 十 0. qd2…Q, 其 中 天 
为 某 整 数 ,qi; 为 数字 ， 最 小 的 1% 十 1 位 小 数 其 前 % 位 与 44，…a, 相 
同 , 因此 有 形式 不 十 0. did2…drdr41, 这 里 添上 一 个 数字 ds， 所 以 
上 述 构 造 定义 了 某 一 个 无 限 小 数 
c—ki0.d dda.…. 
根据 构造 ，c 就 是 了 的 下 和 寞 ( 因 为 了 中 没有 一 个 xz 能 比 6 的 小 数 表 
达 式 小 )， 而 且 是 最 大 下 因 《任何 比 c 大 的 小 数 就 不 册 是 TT 的 下 
异 了 )， 
。 TI13 。 


但 是 , 如 果 把 实数 定义 成 无 限 小 数 , 那么 很 难 证 明 中 学 代数 中 
所 承认 的 事实 ; 无 限 小 数 系统 是 有 序 域 . 


二 题 

1. 证 明 : z=0.12437437437… 表 示 有理数 ， 提示. 计算 1000.z 一 2 ) 

2， 证 明 ， 8y=1.23672367… 表 示 有理数 . 

“3， 证 明 : 象 习题 1 和 2 那样 的 任意 “循环 小 数 ” 表示 有 理 数 . 对 “循环 
小 数 这 个 术语 给 出 定义 ， z 

“4。 反 过 来 证 明 : 任意 有 理 数 的 小 数 表 达 式 是 “循环 的 ”. (提示 : 把 有 
理 数 表示 成 分 数 . 并 证 明 , 在 十 进 制 下 , 如 果 在 分 母 去 除 分 子 过 程 中 , 第 各 次 
同 第 m 一 k 次 的 余数 相同 ， 那 么 所 得 的 商 数 的 数字 中 就 分 成 有 个 数字 一 节 无 
限 地 重复 下 去 ,.) 

*5。 在 十 二 进 制 下 , 习题 4 的 结论 成 立 吗 ? 

6， 在 以 3 的 宕 为 分 母 的 所 有 有 理 数 组 成 的 整 环 中 , 求 出 W 2 的 三 个 逐 
次 近似 值 . 

7， 构 进出 两 个 不 同 的 有 理 数 集合 , 它们 都 以 2 为 最 小 上 界 . 


3 17 577 、 、 
8 月 人 》 2 12， 408， 由 雍 推 公式 


Xl 二 2， zit 一 各 十 一 
2 
定义 . 
(a) 证 明 : 对 上 >1 有 i 一 二 其 中 m4 二 2n4 十 1. 
(b) 定义 2&4 二 Yi 一 A/ 2 ， 证 明 : 0< etn 
| 2 
、 3 17 -一 
(c) 证 明 : 8. 1].b， (2 2 ，12， -=V 了 
中 详细 请 看 J. FF. Ritt, Theory of Functions(New york, Kings Crown 


Press, 1947). 困难 在 于 , 两 个 不 同 的 小 数 实际 上 是 相等 的 , 例如 0.19999.…=0.20000 
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$4.3 实数 公设 

我 们 现在 将 用 一 组 简短 的 公设 来 描述 实数 ， 后 面 我 们 会 看 到 
(定理 6)， 这 些 公 设 唯 一 地 (精确 到 同 构 ) 确定 全 体 实 数 ， 

定义 有 序 整 环 万 是 完备 的 当 且 仅 当 娓 的 正 元 素 的 每 个 非 空 
集合 在 娓 中 有 最 大 下 界 . 

实数 公设 ”实数 构成 完备 的 有 序 域 R. 

我 们 根据 这 个 公设 得 出 的 实数 性 质 ， 确 实 可 以 导出 全 体 实数 
的 一 切 熟 知 的 性 质 ， 包 括 象 洛 尔 (Rolle) 定理 那样 的 结果 , 这 个 定 
理 在 微 积 分 学 中 ， 对 于 泰勒 (Taylor) 定理 的 证 明 或 其 他 方面 是 基 
本 的 . 

但 是 我 们 只 限于 讨论 几 个 简单 的 应 用 . 

定理 1 在 实数 域 民 中 ， 每 个 具有 下 界 的 非 空子 集 镶 有 最 大 
下 界 ,每 个 具有 上 界 的 非 空子 集 有 最 小 上 界 ， 

证 明 假设 S 有 下 界 5， 如 果 把 1 一 5 加 在 8 的 每 个 数 > 上 ， 
则 得 到 正 数 x 一 5b 十 1 的 集合 SS， 根 据 实数 公设 , 这 个 集合 8 具有 
最 大 下 界 c'， 因 此 数 c=c'-+5 一 1 是 原来 集合 5 的 最 大 下 界 ， 这 
很 容易 验证 ， 

对 个 好， 如 果 集 合生 有 上 界 a, 则 了 的 所 有 元 素 的 负 元 素 一 y 
组 成 的 集合 具有 下 界 一 a,， 因 此 根据 上 述 证 明 ， 它 有 最 大 下 界 2#. 
那么 可 以 证 明 , 数 a* = 一 b* 就 是 已 知 集合 了 T 了 的 最 小 上 界 ， ”证 毕 

实数 公设 保证 全 体 实数 构成 有 序 域 R， 所 以 § 2. 6 定理 18 的 
推论 2 指出 ，R 必 包含 同 构 于 有 理 数 域 Q 的 子 域 ， 因 为 在 第 二 章 
里 , Q 仅 在 同 构 意义 下 定义 , 所 以 我 们 也 可 同样 假定 实数 域 民 包含 
所 有 有 理 数 ， 因 而 包含 所 有 整数 ， 这 个 约定 使 上 述 公设 适应 于 习 
惯用 法 , 并 可 使 我 们 证 明 下 面 的 实数 性 质 ( 常 称 为 阿 基 米 德 定律 ). 

定理 2 在 所 有 实数 组 成 的 域 民 (由 实数 公设 定义 的 ) 中 ， 对 

e。 JIS* 


任意 两 个 数 6 全 0 和 >>0, 存在 整数 名 使 得 0DD 

证 明 假定 对 于 两 个 特定 的 实数 a 和 28， 上 述 结论 是 错误 的 ， 
因而 对 每 个 % 有 2 之 ?2a， 则 所 有 倍数 na 的 集合 SsS 有 上 界 5， 从 而 
它 也 有 最 小 上 界 68*， 所 以 对 每 个 %"，8* 宇 na， 因 此 对 每 个 m 也 有 
0 之 (m 十 1)a， 这 推出 8* 一 4 宇 ma， 所 以 8* 一 a 是 a 的 所 有 倍数 
的 集合 5S 的 上 界 , 但 是 它 小 于 已 知 的 最 小 上 界 , 得 出 矛盾 . 

推论 ”对 已 知 实数 a 和 5b,b>0, 总 存在 整数 g 适合 4 二 bg 十 
7, 0<7r 一 5 四 

这 是 除法 算式 的 推广 , 证 明 留 给 读者 | 

这 样 建立 的 “ 阿 基 米 德 性 质 ” 可 以 证 明 欧 多 克 斯 条 件 (参见 
$ 4.1(3)) 是 合理 的 . 

定理 3 任意 两 个 实数 6 和 之 间 (6>d)， 存 在 有 理 数 一 适 


合 c>—>d. 


家 前 面 那 样 ， 这 个 定理 由 “实数 构成 完备 的 有 序 域 ” 的 公 
设 吏 可 证 明 . 根据 假设 ,ec 一 4 二 0， 所 以 由 阿 基 米 德 定律 有 正 整 数 


n 使 得 n(e 一 d) 1， 即 二 ce 一 4， 现 在 设 加 为 适合 m>nd 的 最 
小 整数 ， 那么 全 一 <d, 因此 


m_ml ,lgr(e-d)=6. 
六 n 


n 
因为 一 >d, 这 就 完成 了 证 明 ， 

我 们 可 以 对 上 面 的 证 明 直 观 说 明 如 下 ， 具 有 国定 分 全 的 不 
同 分 数 0， 士 二 , 士 二 , …, 以 长 度 二 为 间隔 沿 实 轴 隔 开 ， 为 确保 一 
和 之 间 和 有 人 
cd 
° I1I6® 


这 个 定理 可 用 来 正式 地 证 明 象 (4) 式 那 样 把 实数 表示 成 有 理 
数 集合 的 最 小 上 界 的 直观 想法 ， 
推论 每 个 实数 是 某 有 理 数 集合 的 最 小 上 界 ， 


证 明 对 于 已 知 实数 6,. 设 态 表 示 所 有 有 理 数 一 <c 的 集合 . 


那么 c 是 S 的 上 界 , 根据 定理 3, 没有 比 c 小 的 实数 4 可 以 是 心 的 
上 和 ,因此 是 疙 的 最 小 上 界 . 
习 题 

1， 证 明 : 不 存在 这 样 的 有 序 整 环 D, 其 中 每 个 非 空 集合 具有 最 小 上 和 人. 
(提示 : DD 本 身 可 以 没有 上 界 ,) 

2， 证 明 : 有 序 整 环 Z 是 完备 的 . 

3。 用 儿 何 语言 和 述 关于 实 轴 的 点 的 公设 ， 它 断言 {' 有 办 集合 具有 最 小 
上 者 和 最 大 下 界 ( 用 词 “ 左 ”和 “和 右 ”)， 


4. 分 别 指出 下 列 有 理 数 集合 的 最 小 上 党: 


TT 4 3 40.. 
27’” 81” ， 


2 4 8 16 
5， 设 集合 5 具有 最 小 上 界 ex 和 最 大 下 界 Bb*. 
(a) 详细 证 明 : 为 什么 所 有 数 一 3z(z 在 5S 中) 的 集合 具有 最 小 上 界 
一 36* 和 最 大 下 界 -3a*. , 
(b) 用 同样 的 方法 找 出 ， 所 有 数 x 十 5(x 在 &S 中 ) 的 集合 的 最 小 上 办 
和 最 大 下 者 ， 
6， 在 习题 5 的 条 件 下 , 并 假设 6*>>0, 分 别 找 出 下 列 集合 的 最 小 上 界 : 
(a) 所 有 数 7z 十 2(z 在 S 中) 的 集合 ， 
(b) 所 有 数 二 (x 站 0, 在 仿 中 ) 的 集合 . 
7. 设 5 入, 为 分 别 具 有 最 小 上 界 51 和 6, 的 实数 集合 ， 找 出 下 列 集 
合 的 最 小 上 和 界 : 
(a) 所 有 和 si 十 ss(sikSi 82€S2) 的 集合 Si 十 8 
(b) 或 属于 8: 或 属于 8 的 所 有 元 素 的 集合 . 
° JI7。 


8， 集 中 列 出 一 组 完整 的 实数 公设 . 

*9。 构造 一 组 正 实数 公设 . (提示 : 参见 $ 2. 5.) 

10. 证 明 : 在 有 序 域 中 ， 一 个 元 素 a* 是 集合 S 的 最 小 上 界 当 且 仅 当 () 
对 一 切 #6S, zx<ak (ii) 对 域 中 每 个 正 的 e, S 中 都 有 一 个 x 适 合 


|z 一 Gy| 一 e， 


11， 证 明 : 任意 两 个 实数 。 和 a 之 间 (o<d), 存在 有 理 数 的 立方 ( 也) 适 


合 Cc 二 (2) <d， 对 于 有 理 数 的 平方 , 这 个 结论 还 正确 吗 ? 
12， 这 nn 之 1 是 整数 , 证 明 : 任意 两 个 实数 c 和 4 之 间 (c>o@)， 存 在 形 为 
下 的 有 理 数 , 其 中 四 和 不 为 适当 的 整数 ， 


13， 设 w 6,c 和 d 为 完备 的 有 序 域 的 正 元 素 , 证明 : 名 = 坊 当 且 仅 当 欧 


多 更 斯 的 条 件 (3) 式 成 立 . 
14. 详细 证 明定 理 2 的 推论 . 


3 4.4 多 项 式 方程 的 根 


我 们 现在 将 指出 怎样 利用 最 小 上 界 的 存在 性 来 证 明 实 数 系 R 
的 各 种 性 质 , 首先 包括 象 巡 =2 这 样 方程 解 的 存在 性 . 

定理 4 如 果 2(z) 为 实 系 数 多 项 式 ,G<D, 并 且 p(a) 二 p(6)， 
那么 对 满足 p(q) 二 C0 二 p(5) 的 每 个 常数 C， 方 程 p(X) 一 0 在 G 和 
b 之 间 有 根 . 

几何 上 ， 定 理 的 假设 意味 着 y= 二 p(x) 的 曲线 与 水 平 直 线 y= 
p(a) 在 x 二 a 处 相交 ， 并 与 水 平 直线 y 一 p(8) 在 x=5 处 相交 ; 定理 
的 结论 是 说 : 曲线 也 必 与 每 条 中 间 的 水 平 直线 y=C 在 某 点 相 
区 出 , 这 把 的 和 坐标 在 a 和 5 之 间 . 

证 明 依赖 于 下 面 两 个 引 理 ， 


QD 数学 分 析 中 有 一 个 一 般 性 的 定理 ， 它 断言 这 个 结论 不 仅 对 于 多 项 式 钞 数 
P(X) 成 谋 , 而 且 对 于 任意 连续 函数 也 成 立 ， 
se 18 。 


引 理 1 对 任意 实数 和 用 我 们 有 
PT+h) 一 人 2ZD) 一 天 9 CT， &), 
式 中 9(z, 有 是 只 依赖 于 p(w) 的 多 项 式 .。 

证 明 ( 参 见 $ 3. 2 定理 3) 根据 二 项 定理 ， 对 于 p(x) 的 每 个 
单项 asz* 这 是 正确 的 ， 现 在 对 天 求 和 并 且 提 出 公 因子 %, 我 们 便 
得 到 所 需要 的 结论 . 

引 理 2 对 于 已 知 的 a,b 和 p(w), 存在 实 常数 及， 使 得 满足 
于 6 和 2 委 D，6 委 2 十 1 委 的 一 切 人 和 一 切 正 的 hh， 有 

[pz+h)— p(s)| < Mh. 

证 明 根据 引 理 1， 只 须 证 明 当 z<lal 十 |5|，|h|<15 一 a 
时 , 有 |g(x, 有) | 志 C， 但 是 ， 如 果 我 们 把 g(x, 7) 的 每 项 用 它 的 绝 
对 值 代替 , 根据 8 1. 3 的 公式 (3)， 则 使 19 (zx, 及 1 增 大 或 保持 不 变 . 
如 果 我 们 再 分 别 用 le| 十 1 和 |2 一 al 代替 1z| 和 |&|， 那 么 又 使 得 
到 的 结果 增 大 或 保持 不 变 ， 然 而 ， 这 个 替换 给 我 们 一 个 只 依 赖 于 
p(w) 的 系数 和 区 间 e 委 zx< 和 8 的 实 常 数 Y. : 

有 了 3 引 理 2, 我 们 准备 证 明定 理 4 设 &S 表 示 aw 和 之 间 满 足 
p(X) <C 的 实数 的 集合 ， 因 为 p(a) 二 0, 所 以 S 是 不 空 的 , 并 且 它 
以 5 为 上 界 ， 因 此 人 有 实 的 最 小 上 和 寞 6c, 我 们 来 证 明 p(c)==C. 

为 此 目的 , 显然 只 须 排除 p(c) 二 C 和 p(e)>C 两 种 可 能 ， 但 


是 ,根据 引 理 2 由 p(c) 0 可 推出 ,对 4 一 2 人 yp (c+ 有 <0. 


因此 (ec 十 如 ES5， 这 与 6 是 5 的 上 界 的 定义 矛盾 ，(5| 理 2 可 以 应 
用 , 是 因为 c 十 1B 显然 是 不 可 能 的 . ) 
现在 剩 下 zc) 一 C 这 种 可 能 ， 但 是 在 这 种 情形 下 ， 骨 根据 5| 


理 2, 对 一 切 正 的 1< 了 sc 一 人, 有 p(c 一 态 >C, 这 与 "是 3 的 最 小 


el- CO 


上 界 的 定义 矛盾 : Cc 一 二 4 一 -将 给 出 比 c 小 的 上 春 . 因此 只 留 下 
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p(e) 一 C. 证 毕 

根据 这 个 定理 我 们 容易 证 明 : 

推论 1 如 果 PGz) 为 正 系 数 多 项 式 , 而且 没 有 常数 项 ,C 一 0， 
那么 p(w) 二 CQ 有 正 实 根 . 

推论 2 如果 p(w) 为 奇 次 多 项 式 ， 那 么 对 每 个 实数 C, DCZ) 
二 0 有 实 根 . 

定理 4 没有 给 出 p(%)=0 的 小 数 形式 的 根 的 实 际 计算 方法 ， 


但 这 是 容易 做 到 的 ， 例 如 , 我 们 可 以 设 w = 和， 则 或 BCcD)=C 


或 pcU>C 或 8 一 C， 在 第 一 种 情形 下 , 方程 的 根 就 找到 了 ; 
在 第 二 ,三 种 情形 下 , 分 别 在 区 间 as<xzsc: 和 cs<zs 和 8 中 有 根 , 这 
个 区 间 长 度 为 原来 区 间 的 一 半 . 重复 这 一 过 程 便 可 得 到 p(x)=C 
的 根 的 任何 精度 的 近似 值 , 

如 果 我 们 采用 线性 内 插 法 , 且 令 


[Cp(0)1(6—0) 
TOT pa 


则 收敛 得 更 快 , 
其 他 计算 方程 根 的 有 效 方法 在 数学 分 析 里 讨论 ， 例 如 , 当 |z| 
一 1, 我 们 可 以 运用 无 穷 级 数 


- 1 1 la 1/ 1V 3Ww 
VITz=1+ 训 z+ 了 (一 吝 了 + 六 (一 去 人 一 训话 [+ : (5) 
”附录 ”三 次 方程 的 三 角 解 法 / 

在 三 次 方程 | : 

0alj 十 0202 十 Ci 十 人 0 一 0，as 寺 0 (6) 
的 情况 下 ,方程 实 根 可 按 下 法 求 得 . 我 们 用 as 去 除 方程 各 项 把 (6) 
化 简 成 as=1 的 情形 . 现在 作 变量 替换 x 二 y 一 号 , 并 移动 常数 项 ， 
把 (6) 化 为 
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六 十 DY 一 0. (7) 
当 7 二 0 时, 答案 立即 可 得 . 
否则 , 令 y=hz， 并 用 乘 (7) 的 各 项 ， 其 中 = 和 全， = 
po 我 们 可 把 (7) 化 为 下 列 两 个 方程 之 一 : 
423 十 3z 一 C 或 423 一 3 一 人 (8) 
为 了 解 第 一 个 方程 , 我 们 可 用 熟悉 的 三 角 恒等式 
sh30=— 4sh*0 + 3sh6, 
因此 ， 


2 =sh(3Ar sh ) (93 ) 


为 了 解 第 二 个 方程 , 当 C 之 1， 我 们 利用 类 似 的 公式 

ch30 一 4ch30 一 3chl0， 
得 到 

2 一 oh( BAr ohO) (9b) 
当 CC 一 1， 改 变 z 的 符号 后 再 应 用 同样 的 方法 求解 ， 为 了 解 当 
IC 一 1 时 的 第 二 个 方程 (这 就 是 § 15. 8 的 不 可 约 情 形 )， 利 用 相 
似 的 公式 

cos30 一 4cos30 一 3cos0 

得 到 | 2 一 cos( BAre cosC) (9c) 


在 这 种 情形 下 , z 取 三 个 值 , 这 是 因为 二 Arc cosC 有 三 个 值 , 它们 
之 间 相差 120" 的 信 数 . 


| 题 
1， 证 明 ， 每 个 正 实数 有 实 平方 根 . 
2， 证 明 : 对 任意 正 实数 a 和 任意 整数 %， 方 程 **=a 有 且 仅 有 一 个 正 
es Le 


实 根 必 a ， 
3. 证 明 : 对 每 个 C> 一 坟 ， x4 一 二 C0C 有 两 个 实 根 . 
VE 
4， 利 用 正文 中 的 (5) 式 和 (> 三 ) = 1 十 本 , 求 V5 的 四 位 小 数 近似 值 
5. 利用 (5) 式 和 (2 2) = 1 十 去 , 求 W 互 的 六 位 小 数 近似 值 ， 


6， 证 明 ， 侦 次 首 一 多 项 式 迷 到 最 小 值 K, 并 且 对 每 个 值 C> 下 ,多项式 
两 次 取 值 C. 

7. (a) 设 a 和 5 为 正 实数 , % 宇 一 1 为 整数 ， 证 明 ， 对 一 切 充分 大 的 下 
值 x, 有 9x"*ti> bz*. : 


(b) 已 知 多 项 式 具 有 正 的 首 项 系数 ， 求 出 一 个 实数 于 ， 使 得 对 一 切 
x>M, 有 Pp(r)>0. 


8. 证 明 推 论 1. 

9. 证 明 推 论 2. 

10。 求 下 列 方程 的 实 根 ( 取 小 数 三 位 ): 
(a) 3zs -xz= 于 
(b) 23 一 372 十 6 了 7 一 7， 
(c) 23 十 322 十 2 一 (0. 


“3$4.5 戴 德 金 分 割 


想象 在 < 办 上 ,有理数 撤 布 在 它们 各 自 本 来 的 位 置 上 ， 但 是 ， 
当 分 割 z 轴 时 (比如 说 ,用 剪刀 剪 开 ), 我 们 就 把 全 体 有 理 数 分 成 两 
类 ,一 类 在 左边 , 记 作 工 , 一 类 在 右边 , 记 作 UV、 每 个 有 理 数落 入 这 


两 类 中 的 一 类 , 而 仅 当 在 点 z= 一 处 分 割 z 轴 时 , 有 理 数 一 同时 


落 在 这 两 类 中 .特别 注意 , 如 果 z 在 工 中 , 那么 对 也 的 每 个 久 有 zx 
<y; 肥 过 来 , 如 果 对 忆 中 一 切 久 有 xz<y% 那么 z 必 落 在 丈 中 ， 由 
比 5 引出 戴 德 金 (Dedekind) 分割 的 想法 . 

一 般 地 ， 设 互 为 任意 有 序 域 、 我 们 用 刀 中 的 “ 戴 德 金 分 割 ? 表 


es。 ITIL2Z，。 


示 适 合 下 列 条件 的 一 对 非 空子 集 工 和 717: 

(i ) 上 是 的 全 体 元素 的 所 有 下 界 的 集合 ; 

(ii) 上 是 荆 的 爹 体 元 素 的 所 有 上 界 的 集合 . 

5| 理 1 功德 金 分割 的 了 部 分 和 1L 部 分 合 在 一 起 包含 站 的 一 
切 元 素 ; 它 们 至 多 有 一 个 公共 元 素 . 

证 明 设 已 知 XEF， 如 果 对 某 aEL， 有 x<a， 那 么 对 一 切 
yEU, 有 ZX<a<y, 因此 xzEL， 否 则 ， 由 三 分 律 ， 对 一 切 a€L， 有 
z>o 所 以 zxEU， 这 就 证 明了 第 一 个 结论 : 五 的 每 个 元 素 不 在 工 中 
就 在 口中 ， 再 有 ， 设 4 和 都 既 在 工 中 又 在 UU 中 ， 则 a 之 5 (因为 
aEU, bEL),， 并 且 a 志 5b( 因 为 aEL,5ED), 因此 4 二 5b， 这 就 证 明了 
第 二 个 结论 ， 

如 果 荆 和 如 有 一 个 公共 元 素 c， 则 称 读 分 割 是 通过 的 . 显 
” 然 ， 如 果 Ls 是 所 有 适合 xsa 的 2 的 集合 ， 并 且 U6 是 所 有 适合 
x 之 a 的 7 的 集合 , 那么 分 割 (Lo, ID。) 通 过 a. 

功德 金 分 割 公理 (在 有 序 域 态 上 ) 每 个 分 割 通 过 某 元 素 a. 

定理 5 功德 金 分 割 公理 在 有 序 域 中 成 立 当 且 仅 当 面 是 完 务 
的 有 序 域 . 

证 明 设 (Z,Z) 是 任意 分 割 ， 如 果 最 小 上 界 的 存在 性 是 已 知 
的 , 则 工具 有 最 小 上 界 a， 因 为 a 是 工 的 上 界 ， 所 以 4 必 在 中 ; 
因为 它 是 最 小 上 界 , 所 以 它 是 一 切 上 界 的 下 界 , 因此 是 口 的 所 有 元 
素 的 下 界 ， 根 据 分 割 定义 , 这 意味 着 a 在 工 中 , 所 以 给 定 的 分 割 通 
过 元 a. z 

反 过 来 , 假定 戴 德 金 分 割 公理 成 立 ， 并 设 S 为 非 空 有 界 集 合 . 
设 U 是 S 的 所 有 上 界 的 集合 , 工 是 口 的 所 有 下 界 的 集合 (显然 , 工 包 
含 8)， 为 证 明 (L,U0) 是 一 分 割 , 我 们 只 须 确定 0 是 工 的 所 有 上 轩 
的 集合 ， 但 是 根据 工 的 构造 ，U 的 每 个 元 素 是 上 的 上 界 (对 一 切 
ED EU 有 xz 二 用 ;而 因为 也 包含 3， 所 以 包含 了 工 的 一 切 上 界 . 
e。 了 23。， 


现在 根据 戴 德 金 公理 ， 分 割 线 (Z, ZU) 通过 某 元 素 % 因为 它 是 Z 的 
元 素 , 所 以 它 是 如 的 上 界 ， 又 因为 它 是 世 的 元 素 ， 所 以 它 是 如 的 最 
小 上 客 ( 即 对 一 切 xEU, 有 a<x). 这 就 完成 了 证 明 ， 

我 们 现在 概述 一 下 实数 公设 "实数 系 是 完备 的 有 序 域 有关 分 
类 性 质 的 证 明 . | 

定理 6 任意 两 个 完备 的 有 序 域 同 构 . 

证 明 设 刀 和 到 为 任意 两 个 这 样 的 域 ， 根 据 $ 2.6 定理 18 
的 推论 2, 它们 分 别 包 含 同 构 的 “有 理 数 ” 子 域 QQ 和 Q". 我 们 把 
Q 和 Q 之 间 的 同 构 (保持 和 与 积 , 并 保持 次 序 的 同 构 ) 扩 张 到 六 
和 了 "之 间 的 同 构 . : 

的 确 , 每 个 ac 下 定义 了 FF 中 的 一 个 分 割 ， 从 而 定义 了 QQ 
《有理数 子 域 ) 中 的 分 割 . 但 根据 定理 3, ae 由 Q' 中 这 个 分 割 所 确 
定 一 一 并 且 Q' 中 每 个 分 割 (Ls, Za) 用 这 个 方法 确定 mw =1.u.b. Za 
一 g.1.b.Urp. Q” 中 分 割 的 情况 类 似 ， 因 此 了 "和 ”的 元 素 分 别 
双 射 到 Q 和 Q 的 分 割 ， 这 种 双 射 显然 保持 次 序 . 

最 后 ，F'" 和 五 ”中 的 运算 可 由 QQ 和 Q” 的 那些 运算 定义 ， 以 
便 把 QQ 与 Q 的 同 构 扩张 . 更 确切 地 说 , 设 a 和 4 分 别 对 应 于 Q 
中 分 割 (Lo,06o) 和 (LU,). 那么 ea 十 2 对 应 于 分 割 中 (Ze 十 Zr， 
十 0), 其 中 La 十 Ls 是 所 有 和 w+y(xEL。, yEL,) 的 集合 ， 而 Us 十 
Us 可 类 似 地 描述 ， 把 正 元 过 a 和 好 相 乘 ， 构 成 正 有 理 数 系 中 类 似 
的 分 割 ， 那么 gab 对 应 于 分 割 (LoLs,UoU,)， 其 中 LoL 是 所 有 积 
XYy (XCELo, ET 的 集合 ,Vs 也 类 似 地 定义 ， 因 为 (一 a)0=a( 一 5) 
二 一 Qb 和 (一 0) (一 外 = 二 ab, 因此 这 可 扩充 到 一 切 钱 积 , 我 们 不 再 详 
细 论 述 . 

QW 在 某 些 情 况 下 , (Ls 十 Ls，Us 十 Us) 不 会 是 分 割 ， 因 为 数 a 十 5 不 在 元 中 也 不 


在 U 中 ; 但 是 , 如 果 把 遗漏 的 数 添 到 志和 乙 上 去 ， 我 们 便 得 到 分 割 . 类 似 的 情况 适合 
于 下 面 的 也 5 


.124。 


反 过 来 , 我 们 可 以 利用 分 割 通过 整数 或 正 整数 构造 实数 . 我 们 
首先 证 明 全 体 有 理 数 构成 具有 阿 基 米 德 性 质 ( 定 理 2 中 所 指出 的 ) 
的 有 序 域 ， 用 上 段 叙述 的 方式 定义 Q 中 分 割 的 加 法 和 乘法 , 我 们 
可 以 证 明 Q 中 分 割 构成 满足 戴 德 金 分 割 公理 的 有 序 域 ， 因 而 给 出 
完备 的 有 序 域 ， 但 是 证 明 很 长 , 会 把 我 们 引入 迷途 ,因此 我 们 只 是 
叙述 一 下 结果 . 

定理 7 有 一 个 且 仅 有 一 个 ( 同 构 的 域 除外 ) 完 备 的 有 序 域 . 

不 用 戴 德 金 分 割 , 而 通过 有 理 数 , 把 实数 看 作 有 理 数 序列 的 极 
限 , 也 可 以 构造 实数 〇 ， 


J 题 

1. 证 明 : 如 果 (I, 如 和 (ZL,UV') 是 有 理 数 域 中 的 分 割 , 那么 每 个 有 理 数 
(至 多 有 一 个 例外 ) 都 能 表 为 十 (ZE YE ), 或 者 表 为 & 十 (XUEU vEU'). 

2， 投 述 并 证 明 对 于 正 有 理 数 在 乘法 下 的 类 似 于 习题 1 的 一 个 定理 ， 

3， 为 什么 这 个 定理 对 于 负 有 理 数 不 成 立 ? 

4， 证 明 : 对 于 每 个 之 0, 存在 充分 大 的 即使 得 10-* < 天 e， 

5， 有 序 域 了 中 的 戴 德 金 分 割 有 时 定义 为 的 一 对 子 集 上 各， 它们 
适合 : 了 的 每 个 元 素 或 者 在 中 或 者 在 UV" 中， 并 且 当 xtL，yéUV" 时 ， 有 
xy， 通过 添加 或 删 去 相应 的 单个 元 素 , 可 以 证 明 : 这 种 类 型 的 每 个 分 割 给 
出 正文 中 定义 的 分 割 (了 加 ,反之 亦 然 . 

6， 设 t 为 有 序 整 环 D 中 的 元 素 ，0 二 tl， 证明; s=2 一 t 具 有 性 质 
s>1, st 三 1. 

7. 设 D 为 不 同 构 于 2 的 完备 的 有 序 整 环 ， 证 明 : D 包 仿 运 合 0<t<1 
的 元 素 t. 设 5 和 c 为 DD 的 任意 正 元 素 , 证 明 :; 对 某 整 数 mw 如 8 一 c. 

*8. 利用 习题 6 和 习题 7 证 明 : 任意 完备 的 有 序 整 环 或 者 同 构 于 Z， 或 
者 同 构 于 了 及， (提示 : 玉 出 5 二 1 的 道 元 素 , 汉 虑 福 足 20 三 1 的 所 有 的 2. ) 
9，(a) 证 明 : R 的 任意 自 同 构 保持 关系 7 筷 y.， (提示 : % 筷 yY 当 且 仅 当 


(CD 参看 C, C. MacDuffee, Introduction to Absiract Algebra (New 
York, Wiley, 1940) 的 第 YE 童 的 论述 ， 


CD。 


2 一 3 一 2 有 解 .) 
(b) 利用 (a) 证 明 : 及 唯一 的 自 同 构 是 平凡 同 构 yl 一 >， 
*10， 证 明 : 如 果 厂 = 成为 有 序 域 ,并 且 对 每 个 有 理 国 数 


bt bw, + b,x" 
R(x) nomi Fa nb 0, 


我 们 规定 R(x) >0 的 意思 是 es2>0, 那么 了 F(z) 成 为 有 序 域 . 
*]1。 证明， 在 习题 10 中 , 妨 (Z) 二 0 当 且 仪 当 对 厄 中 一 切 充 分 大 的 f， 有 
R(t)>0. 
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第 五 章 复 数 


8 5.1 复数 的 定义 


如 果 我 们 把 实数 系 R 扩张 成 较 大 的 复数 域 C, 那么 在 解析 国 
数论 和 微分 方程 论 中 , 特别 是 在 代数 学 中 , 很 多 代数 定理 的 描述 将 
更 为 简洁 ， 我 们 现在 就 来 定义 复数 域 , 并 且 指 出 , 如 采 我 们 想 要 使 
每 个 多 项 式 方程 都 有 根 ， 由 实数 域 扩张 而 得 到 的 域 就 是 复数 域 . 

定义 复数 就 是 实数 偶 (X,Y9) 一 一 X 称 为 (2, 8) 的 实 分 量 , 8 称 
为 (X,Y) 的 麻 分 量 ， 根 据 法 则 

(x, 9) + (v9) = (vtr, y+y), (1) 
(x, 四) 一 (0 — yy, Ty + yw), (2) 
施行 路 数 相 加 和 相 来 .这 样 定 义 的 复数 系 记 作 C. 

我 们 认为 上 面 的 定义 不 是 靠 神 灵 的 力量 ， 而 是 通过 简单 的 代 
数 运 算 而 得 到 的 ， 首先, 观察 出 方程 x?= 一 1 没有 实 根 (x? 决 不 能 
是 负数 )， 这 就 暗示 我 们 要 引进 一 个 虚数 i, 它 满足 织 = 一 1, 此 外 
还 满足 普通 的 代数 定律 ， 用 确切 的 话 来 说 ， 它 提出 一 个 表面 上 讲 
得 通 的 假设 : 存在 一 个 包含 元 素 i 同时 包含 实数 域 R 的 整 环 D. 

在 人 DD 中 ,任意 形 为 2 十 yi(x,y 为 实数 ) 的 表达 式 将 表示 一 个 元 
素 ， 此 外 , 由 整 环 的 定义 (普通 的 代数 定律 ) 有 


(和 十 gg) 士 (2 十 8 们 一 (z 士 好 ) + (y+y)s, (1 ) 
(Z 十 多 ) wv 十 人 二 00 ry ys) tt yy. (2 ) 

因为 区 = 一 1 我 们 由 (2 ) 得 
(z+yi) (2 十 g 人 一 (0 ~ yy) + (vy + yx) i. (2 ) 


于 是 我 们 得 到 一 个 推论 是 , 由 民 和 j# 生 成 的 刀 的 子 整 环 包含 一 切 
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形 为 x 十 yi 的 元 素 , 而 不 包含 其 他 任何 元 素 . 

再 有 , 由 XY 十 妇 二 x' 十 yi 推出 xz 一 xz' = (六 一 人 放 因此 两 边 平 方 
得 (x 一 2)? 二 一 Gy 一 站 ?, 又 因 (x 一 XY ) :之 0， 一 (y 一 力 * 二 0， 除 非 
7X 二 wg 二 ,上面 等 式 不 成 立 ， 总 之 ， 不 同 的 实数 偶 (x, 力 确 定 已 
中 不 同 的 元 素 x 十 9i. 这 就 建立 了 , C 中 元 素 和 由 只 与 i 生成 的 D 
的 子 整 环 中 元 素 之 间 的 一 一 对 应 (x, 四 7Y 二 yi。 比较 公式 (1 ) ~ 
(2”) 和 (1)~(2)， 我 们 看 到 这 种 对 应 保持 和 与 积 ， 因 此 是 一 个 同 
构 ， 这 就 证 明了 

定理 1 设 万 为 包含 实数 系 民 和 一 1 的 平方 根 ? 的 任意 整 
环 ， 那 么 由 民 和 % 生成 的 了 的 子 整 环 与 C 同 构 ， 

我 们 现在 证 明 我 们 的 猜想 , 确实 存在 一 个 整 环 D, 它 包含 全 体 
实数 和 一 1 的 平方 根 . 

定理 2 按 上 面 定义 的 复数 系 是 一 个 域 ， 它 包含 一 个 与 R 同 
构 的 子 域 , 并 包含 方程 x 十 1== 0 的 根 . 

证 明 对 于 实数 偶 (z, 9), 加 法 的 交换 律 和 结合 律 成 评 (0, 0) 
是 加 法 单位 元 素 , (一 x, 一 殷 是 (2, 妨 的 加 法 逆 元 素 , 这 些 都 是 下 述 
事实 的 直接 结论 : 数 偶 的 实 分 量 和 虚 分 量 是 独立 相 加 的 , 而 相应 的 
定律 对 于 它们 都 是 成 立 的 . 

类 似 地 , 乘法 的 交换 律 和 结合 律 成 立 , (1, 0) 是 乘法 单位 元 素 ， 
每 个 (X,Y) 寺 (0, 0) 都 有 乘法 逆 元 素 


_ 和 —y 
(x, y) (ae zr) (3) 


这 可 由 § 5.2 中 建立 的 事实 得 到 , 在 § 5.2 中 指出 ， 几 个 复数 相 乘 
时 , 它们 的 “ 辐 角 ”和 “绝对 值 " 是 分 开 来 进行 运算 的 , 这 些 运算 本 身 
满足 交换 律 和 结合 律 ， 可 是 在 这 里 ， 检 验 这 些 定律 所 采用 的 办 法 
是 直接 代入 定义 (2), 只 有 结合 律 的 计算 比较 元 长 ， 我 们 略 去 了 它 
们 的 详细 验证 . 
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最 后 ， 类 似 地 直接 代 和 定义， 我 们 可 以 验证 分 配 律 ， 设 
z 二 (7X,9),2 二 (zw',),， 2 二 (x,y ) 那么 代入 定 又 (1) 和 (2 六 有 
2(2 +2")= (2, DF +r",Y +y) 
= (zz +2)—yF + ), Ty +y") +Yy r+)), 
22 2 = (20 一 0 TY YIT) rr —YyYy ,ry 十 90 ) 
= (xr yy 十 20 一 多 ,ry Yr 十 28 + yx). 
从 这 两 个 表达 式 可 以 直接 验证 #(z' 十 2 ) 一 22 十 22 、 
在 这 个 由 数 偶 组 成 的 域 C 中 , 我 们 利用 定理 1 中 所 用 过 的 对 
应 (z, 人 ez 十 多 ， 可 以 在 C 中 找到 一 个 实数 子 域 . 按照 这 种 对 应 ， 
实数 > 对 应 于 第 二 项 为 零 的 数 偶 ，(0, 1) 对 应 于 i。 特 别 是 ， 如 果 
定义 (1) 和 (2) 中 的 第 二 个 分 量 y 和 y' 都 是 零 时 ， 那 么 第 一 个 分 量 
x 和 2 的 相 加 和 相 乘 恰好 与 实数 x 和 % 的 相 加 和 相 乘 一 样 . 这 正 
是 我 们 所 要 认识 的 ， 对 应 xe* (x, 0) 是 实数 域 R 到 C 的 子 域 的 一 
个 同 构 . 在 上 面 这 种 情况 下 , 我 们 认为 , 每 个 这 样 特殊 的 复数 (z, 0) 
只 与 相应 的 实数 x 等同. 
最 后 , 我 们 希望 一 1 的 平方 根 相当 于 数 偶 (0, 1). 事实 上 , 定义 
(2) 的 特殊 情况 表明 , (0, 1)? = (一 1, 0) = 一 1， 因 此 我 们 定义 i 是 
数 偶 (0, 1)， 那 么 任意 数 偶 (x, 四) 具有 形式 
(x, y) = (x, 0) + (0,9) = (x,0)+(y,0)(0,1)=z+y2. (4) 
记号 xz 十 yi 是 很 方便 的 , 后 面 我 们 都 用 它 来 代打 (x,y)， 为 简 
洁 起 见 ， 我 们 还 常常 写作 z= (2, 引 一 Xx 二 yi, w= (Ww, 9) ==W 十 vi， 
c= (a,0) =a+bi, 等 等 一 - 换 句 话说 , 我 们 用 单个 字母 表示 复数 ， 
用 字母 表 中 紧 靠 着 它 的 前 两 个 字母 分 别 表示 这 个 复数 的 实 分 量 和 
虚 分 量 . 


习 瓯 
1. 验证 复数 乘法 满足 交换 律 和 结合 律 . 
® 29 。 


2，、 用 公式 (3) 验 证 (z, 四 (z, 9) -1= (1, 0). 
3， 解 方程 (1, 1) (%, ) = (2, 1)， z 
(a) 化 为 一 对 关于 变量 x, y 的 联 立 线性 方程 ， 
(b) 用 公式 (3). 
4. 分 别 求 出 满足 下 列 关 系 的 复数 zs=X 十 yt 和 w= 十 v2: 
(a) 2 十 ? 纪 王 1，35 十 弛 一 1 十 3， 
(b) (1+i)z—iw=3+i, (2+i)z+(2—i)w=2i. 
5. 求 出 方程 2:= 一 a(a 为 任意 正 实数 ) 的 全 部 复 根 , 并 验证 你 的 管 案 . 
6， 摘 述 由 * 和 全 体 有 理 数 生成 的 C 的 子 域 . 
7. 如果 九 是 交换 环 , 定理 1 还 成 立 吗 ? 给 出 详细 证 明 ， 
8.，(a) 证明: z:=a 十 bi 有 解 Z 二 0 其 中 :| etY et], y= 
(b) 证 明 : 方程 的 解 还 可 表 成 
y= [Ye | .z= 志 . 
(注意 , 当 9 是 负数 , 并 且 二 很 小 时 , 这 组 公式 在 数值 计算 中 更 为 精确 . ) 
9， 方程 2: 十 3iz 二 3 十 i 有 一 个 根 一 i， 计 算 另 一 个 根 ， 并 表示 成 小 数 
*10。 证 明 : 如 果 刀 为 任意 有 序 域 ， 那 么 存在 一 个 比 它 大 的 域 FY， 包 含 蜀 
与 五 同 构 的 子 感 和 一 1 的 平方 根 . 
*11。 用 定理 1 和 定理 2 的 方法 ， 不 借助 于 实数 ， 证 明 : 有 理 数 域 Q 可 以 
扩张 到 较 大 的 域 QC 2), 该 域 包含 Q 和 2 的 平方 根 . 
12. 证 明 : 不 可 能 存在 正 复数 的 定义 , 使 C 构成 有 序 域 , 


35.2 复 平 面 


全 体 复 数 到 币 卡 儿 平面 的 全 体 点 上 有 一 个 基本 的 一 一 映射 . 
昌 每 个 复数 z= 二 x 十 yi 映射 到 点 了 = (x,y) 上 ， 这 个 后 以 2 的 实 分 
量 zz 为 横 坐 标 , 以 虚 分 量 8 为 纵 坐 标 ， 

极 坐 标 可 以 用 在 这 个 平面 上 ， 我 们 回忆 一 下 ， 平 面 上 的 每 个 
点 也 , 因此 每 个 复数 是 由 两 个 极 坐标 7 和 9 唯一 确定 的 , 这 里 7 是 
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联结 点 了 到 原点 的 线段 0z 的 长 度 ( 非 负 
的 )， 而 0 是 由 7 轴 到 线段 0z 的 夹 角 (图 
1), 所 以 


z 1 
|z|=7=(%: + 9), 


vy 
arg2=0=arctg. (5) 5 
我 们 把 7 称 为 复数 z 的 绝对 值 ， 把 0 称 为 
z 的 辐 角 .7 和 0 按 下 式 确 定 X 和 y 图 1 
X=7rcos0, zy=7rsin0，2 一 7(cos0 二 zsin0)。 (6) 


这 就 是 通常 由 极 坐 标 到 直角 坐标 的 变换 公式 ， 我 们 还 可 以 把 (6) 
式 号 成 z= 二 re 的 形式 , 这 是 因为 , 由 通常 的 泰勒 级 数 展开 式 得 到 


二 一 人 全 二 


e' 一 十 jg 十 (一 也 全 下 《一 2 … 一 Cosl 十 sint. 


绝对 值 和 辐 角 的 重要 性 主要 反映 在 隶 。 英 弗 (De Moivre) 公 
式 , 这 个 公式 竹 述 如 下 : 
定理 3 复数 腾 积 的 绝对 值 等 于 因子 的 绝对 值 之 积 , 来 积 的 
辐 角 等 于 因子 的 辐 角 之 和 , 换 句 话说 ， 
|z2z |=|z|.|z |, arg22 一 arg2 十 arg2 (7) 
证 明 因为 按 (6) 式 ,有 2==7r(cos0 十 isin0)，&8' 二 7'(cos0' 十 ， 
isin9 )， 代 入 定义 (2) 中 我 们 得 到 
22 =77'=[(cosOco0s0'— sinOsinO’) 
ti(cos0sinO' 十 sin0cos0 )]; 
由 煞 知 的 三 角 公 式 , 这 就 是 
2 一 9 [cos(g 十 0 ) 十 zsin(O 二 0 7 ]. 
这 议 给 出 了 结论 (7). 
复数 绝对 值 的 乘法 性 质 与 加 法 性 质 (不 等 式 ) 其 表达 形式 同 实 
数 一 样 , 即 


了 了， 


10 除非 z=0，10|=0; (8) 

z+z 1 委 |2| 十 12 |. (9) 

为 了 证 明 这 些 ， 注 意 公 式 (1) 意味 着 
2 十 2 可 以 通过 画 以 z,O 和 2 为 三 个 
顶点 的 平行 四 边 形 (图 2) 来 求 得 ， 第 
四 个 顶点 就 是 z 十 2 .由 于 复数 的 绝 
对 值 等 于 相应 线段 的 几何 长 度 ， 现 在 
可 以 推出 公式 (8) 和 (9). : 
复 nn 次 单位 根 可 以 用 三 角 方 法 求 
得 .从 隶 ， 呐 弗 公式 (7) 直 接 得 出 图 2 


Lr (cosb+ ising)]-!=—[eos (—0) +isin(—0)]. 


进一步 得 到 , z*= 1 当 且 仅 当 |z|*= 1 并 且 nargz 是 2z 的 整数 倍 
2kx. 因为 |z| 宇 0, 所 以 |z| =1， 因 为 argz 在 0 和 9 一 2x 上 是 单 值 
的 ， 所 以 所 =1 确 有 2 个 解 ， 在 直角 坐标 中 ， 它 们 是 1 


cos4 了 1 sin < “oe, cos 2 人 2 一 1 上 2 一 1) 
nt nt nn ne 


, , 一 2x ,2N 人 ， 了 代 
如 果 我 们 用 口 表示 os 一 十 isin 全 , 则 可 得 到 这 些 吨 次 单位 根 的 _ 


态 一 种 表示 ; 1, o, Oo” ， 用 几何 语言 叙述 就 是 

定理 4 全 体 复 %% 次 单位 根 是 单位 图 |&| 二 1 内 接 正 % 边 形 的 
n 个 顶点. 

更 一 般 地 , 考虑 方程 2”==c, 其 中 c 直 0 为 任意 复数 .在 极 坐标 
中 ,方程 的 一 个 解 是 


1 
zo 一 |c|"(cos9++isin0), 其 中 = 一 arge. 


* De 


1 
rir A 
py 
1 


此 外 ，wz6 是 和 一 的 根 当 且 仅 当 ec= (wz0)”= 二 w"z0" 二 Ww*c， 因 此 
w" 二 1， 于 是 c 的 nn 次 根 是 zo ozo ozo …， ”1z0， 这 里 是 上 
面 定 义 的 复 % 次 单位 根 . 特别 ， 它 们 也 可 以 用 正 多 边 形 的 个 项 
点 表示 . : 
对 C= 二 a 十 bt 的 % 次 根 zo ozo 0220 pp 0 iz0， 我 们 可 以 借 
助 于 三 角 男 数 表 和 对 数 表 ， 很 容易 地 计算 出 它们 的 数值 ， 从重 
等 式 
之 了 < 1 

log |zo|= 三 logjc|， 一 本 1og (a’+b°)? = 108 (oa? 十 2 
出 发 ， 我 们 可 以 计算 |zo|. 根据 录 ， 葛 弗 公式 (7)， 有 argz0= 
arctg 2, 和 arg O20 = are an 这 里 的 单位 是 席 ， 最 
后 由 公式 

2=7(cos0++isin0)=|z|eos(arg2) + 2|2|sin (arg2) 
完成 计算 . 

每 个 复 郊 次 单位 根 史 福 足 一 个 有 理 数 域 上 不 可 约 的 有 理 系 当 
多 项 式 方 程 ， 这 些 方程 称 为 分 图 方程 ， 在 方程 式 理论 中 起 省 草 
要 的 作用 . 

由 定义 , 每 个 二 次 单位 根 满足 方程 "一 1=0. 此 外 ,除了 2z=1 
的 其 他 夺 有 有 银 满 全 


2 1 十 2r-2 十 十 2 十 1 一 0 (10) 


Cn (2) 一 


在 83.10 上 用 要 森 斯 判别 淮 划 证 明了 当 n= ?是 素数 时 ， qo (2) 
是 不 可 约 的 . 

如 果 不 是 素数 , 那么 情况 就 复杂 了 ， 例 如 ， 当 n= 入 2 十 22 
十 2 十 1 二 (z 十 1) (#7 十 人 了) 是 可 约 的 ， 一般 地 ,我 们 可 以 从 (10) 中 分 
解 出 5 次 单位 根 所 满足 的 分 圆 多 项 式 ， 这 里 取 遍 % 的 所 有 真 因 
子 ，% 次 单位 根 ,如 果 对 所 有 的 <n， 忆 不 是 次 单位 根 , 则 称 它 
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为 n 次 本 原单 位 根 ，( 例 如 , 四 次 本 原单 位 根 是 和 | 一 i.) n 次 本 

原单 位 根 是 om, 其 中 到 与 互 素 ， 它 们 都 满足 有 理 数 域 上 同一 个 
它们 都 满足 有 理 数 域 上 同 

不 可 约 方程 但 是 这 一 结论 的 证 明和 这 个 方程 次 数 的 计算 ， 需 要 

更 多 的 数论 知识 


二 题 

1， 用 隶 : 莫 弗 公式 证 明 复 数 乘法 的 交换 律 和 结合 律 ， 以 及 乘法 道 元 素 
的 在 在 性 ， 

2， 描 述 对 应 关系 z zi 的 儿 何 音 义 . 

3。 求 三 次 单位 根 和 五 次 单位 根 的 实 分 量 与 虚 分 量 ， 计 算 到 小 数 点 后 四 
位 (用 三 角 函 数 表 ). 

4， 求 2 十 2 的 立方 根 和 四 次 根 , 计算 到 小 数 点 后 四 位 ， 

5， 列 出 全 部 12 次 本 原单 位 根 ， 并 在 图 纸 上 把 它们 画 在 一 个 大 单位 
圆 上 ， 

6 用 几何 语言 描述 变换 zt*cz 十 d(ec,dEC,c 寺 0) 的 效果 当 ]e| =1 时 
是 什么 情况 ? (提示 使 用 "平移 “旋转 "和 放大 等 词 .) 

7， 找 出 zs 一 1 在 有 理 数 域 @ 上 网 不 可 约 央 子 . 

8，(a) 证 明 : @=eos< 灾 十 isin< 开 是 是 n 次 本 原单 位 要. 


(b) 证 明 : wo* 是 "次 本 原 妆 位 根 当 且 仅 当 吕 与 和 % 民 案 。 


§ 5.3 代数 基本 定理 


我 们 在 $ 5.1 中 看 到 , 实数 系 R 添加 方程 z? 十 1=0 的 一 个 虚 
根 i 就 得 到 复数 系 ， 但 是 为 什么 就 到 此 为 止 了 呢 ? 为 什么 不 打算 
添加 其 他 多 项 式 方程 的 “ 虚 " 根 以 便 得 到 更 大 的 域 呢 ? 所 请 代数 基 
本 定理 就 回答 了 这 个 问题 : 一 旦 添加 上 i, 那么 每 个 多 项 式 方 程 束 
必 有 ( 复 ) 根 , 所 以 为 解 方程 我 们 就 不 需要 再 选 男 外 的 虚 根 . 

定理 5 ( 欧 拉 - 高 斯 ) 每 个 正 次 数 的 复 系 数 多 项 式 必 有 上 复 根 
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已 经 知道 这 个 著名 定理 的 很 多 证 明 方 法 也 . 所 有 的 证 明 都 包 
含 着 象 第 四 章 引 进 的 那些 非 代数 概念 ; 这 里 我 们 选择 了 一 个 证 明 ， 
它 的 非 代 数 部 分 在 直观 上 好 象 特别 容易 说 明 ， 我们 不 从 第 四 人 芋 有 
关 的 公理 来 详细 证 明 非 代数 部 分 . 
证 明 因为 多 项 式 
Pp(2) = 二 Gmz” 二 Gm-12” 十 十 ao 其 中 an 考 0 
写 多 项 式 


om Cm-lsm-l .Oo 
gq (2) 一 2 十 a 2 十 十 页 


二 zg” 十 Cm_12” 1! 十:… 十 Co 

有 相同 的 根 , 所 以 上 只 须 讨 论 首 项 系数 为 1 的 情况 ， 

这 种 情况 下 , 我 们 画 两 个 复 平面 ,一 个 标记 为 “z- 平 面 "， 田 一 
个 标记 为 "ww- 平 面 .已 知 国 数 4(z) 把 z- 平 面 的 每 个 点 zo= (wo， 
yo) 岗 射 到 2- 平 面 的 点 wo 二 9(z0) 上 ， 此 外 ， 如 果 z 描绘 z- 平 面 
上 的 一 条 连续 曲线 , 那么 q(z) (是 可 微 的 ) 将 描绘 w- 平 面 上 的 一 
条 连续 曲线 .我 们 的 目的 是 证 明 , w- 平 面 的 原点 CO 是 z- 平 面 上 某 
个 后 z 的 “ 象 9(z), 或 者 与 之 同样 的 是 证 明 -平面 上 某 个 图 的 象 
通过 w- 平 面 的 原点 0. 

对 每 个 国定 的 7 一 0 国 数 w= q(re”) 确 定 了 ww- 平面 上 的 一 
笨 闭 曲线 yr ， 即 -平面 上 以 原点 0 为 中 心 ,7 为 半径 的 圆 yp,: 
1z| 二 7(z 二 re ) 的 象 ， 对 每 个 固定 的 7, 考虑 线 积分 @ 因 


中 例如 参见 ，L. E, Dickson, New First Courseée in tlhe Theory of 
kaquations (New York: Wiley，1939)。 了 附录, 或 L. Weisner， Introduction fo 
the Theory of Equatiors (New York: Macmillan,1938), p. 145. 

外 ”在 证 明 线 积 分 的 存在 时 , 必须 用 到 R 的 完备 性 ， 人 恒等式 
udt — ydu 


ia = 
dargw) Uv 


成 立 是 因为 argw = arctg—. 


se 了 33。 


202 — vdu 
blr,0)=| dlargw) 一 | ae, 


这 是 对 任何 不 通过 原点 包 =0 的 曲线 yr 
来 定义 的 . (如果 yi 通过 w= 二 0, 那么 定 
理 5 的 结论 就 立即 可 得 . ) 几何 上 显然 有 
$(7,27) 二 2xn(7)， 这 里 分 支 数 %(7) 是 
曲线 yp; 绕 原点 反 时 针 旋 转 的 次 数 . 例如 ， 
在 图 3 中 掏 绘 的 曲线 , 其 n(7) =2. 图 3 

现在 考虑 n(7) 随 7 的 变化 情况 ， 因 为 9(re") 是 连续 函数 ， 
所 以 除了 y* 通过 原点 外 ,mn(7) 也 是 随 7 连续 变化 的 ， 再 有 ,1%(0) 
二 0( 除 非 co 二 0, 这 时 0 是 方程 的 根 )， 现 在 假定 co 二 0, 我 们 将 证 
明 , 当 7 充分 大 时 , n(7) 就 是 4(z) 的 次 数 m， 实 际 上 , 设 

4 (2) 一 2 十 Ci12m-I 十 十 1 十 en 


-4 总) 


k=l 


根据 隶 ， 莫 弗 公 式 (7), 有 


argg(2) 一 Marg2 十 ef 十 Se 


Ek 二 1 


因此 , 当 z 沿 着 圆 y; 作 反 时 针 方 向 变化 一 周 时 , argq(z) 得 到 的 改 

变量 是 arg2 的 改变 量 的 m 倍 人 即 mn 加 Earl + en) 
k=1 

的 改变 量 ， 可 是 当 |z|=7 充分 大 时 , 由 公式 (8) 和 (9) 可 知 


1+ > _ ,Cn pm = 


停留 在 加 |w 一 1| 一 了 中 ， 因 此 线 原 点 只 转 了 零 次 ( 画 个 图 加 以 
解释 ). 
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我 们 得 出 结论 : 当 7 充分 大 时 ,n(7) 三 9 arg 9g(2) 的 总 改变 量 - 
征 27W， 但 是 当 7 变化 时 ，?* 是 连续 变形 的 (因为 g(z) 是 连续 
的 ). 然而 , 几何 上 显然 有 中, 一 条 绕 原 点 m( 寺 0) 次 的 曲线 , 如 果 不 
是 它 变形 的 某 一 步 通 过 原 后 , 这 条 曲线 就 不 能 连续 地 变形 成 一 点 . 
由 此 推出 , 对 某 个 7, 》 必 通 过 原点 , 这 就 出 现 49(z) = 0! 证 毕 

作为 推论 ， 我 们 注意 ， 如 果 p(z1) 0， 那么 根据 余数 定理 
($§ 3.5), 我 们 可 以 写成 p(z) =(z 一 20D7r(2)。 如 果 p(z) 的 次 数 为 
mm 之 1, 则 商 式 7(z) 上 共有 正 次 数 , 因此 它 也 有 一 个 复 根 z =z2. 如 
此 进行 下 去 , 我 们 就 找到 p(z) 的 mr 个 线性 因子 ,如 

PD(2) =C(2— 21) (2— 22) "(2— 2m), (11) 

由 此 得 到 ，C 上 的 不 可 约 多 项 式 只 能 是 线性 的 ， 这 个 推论 和 第 三 
章 的 唯一 因子 分 解 定理 合 在 一 起 得 出 

定理 6 任意 复 系数 多 项 式 可 按 一 种 且 仅 按 一 种 方式 写成 
(11) 的 形式 . : 

在 (11) 中 2(2) 的 根 显然 是 21,…, zw 这 是 因为 乘积 为 零 当 且 
仅 当 它 其 中 一 个 因子 为 零 . 如 果 因 子 (z 一 2,) 重 复出 现 , 那么 它 重 
复出 现 的 次 数 称 为 根 z; 的 重 数 ， 在 微 积分 学 中 , 这 个 可 以 定义 为 
p(?) 在 2; 扩 为 零 的 “ 阶 数 ”:; 使 得 p(z) 和 它 的 前 ?一 1 阶 导数 在 2， 
扩 都 为 零 的 最 大 整数 > 

习 题 

1. 不 用 $3.8 一 般 的 唯一 性 定理 , 证 明 : 分 解 式 (11) 的 唯一 性 . 

2. 证明: 任何 有 理 复 函数 ， 如 果 对 所 有 的 z 都 取 有 限 值 ， 则 它 是 多 
项 去. 


3. 所 有 复数 偶 (w, 2), 当 相 加 和 相 乘 遵循 法 则 (1) 和 (2) 时 ， 它 构成 含有 
单位 元 素 的 交换 环 吗 ? 构成 域 吗 ? 


山 这 作为 平面 拓扑 学 中 的 一 个 定理 已 经 证 明了 . 例如 参看 S，Lefschetz， 
Introduction to Topology (Princeton University Press,1949), p. 127. 


了 537。 


4， 证 明 :; 任意 二 次 多 项 式 可 以 通过 Ltz] 的 适当 的 上 自 同 构 得 到 形式 
22(2 一 1) 或 cz2， 
5。 (a) 用 马克 劳 林 (Maclaurin) 级 数 证 明 公 式 e'*= cosz 十 ?sinyX， 
”(b) 证 明 每 个 复数 可 以 写成 reie， 
(c) 推导 恒等式 


COS% 一 


12 es ， e727— eis 
Cte sin zo e “. 
2 2 


6， 利 用 部 分 分 式 证 明 : 域 C 上 的 任意 有 理 函 数 可 以 写成 一 个 多 项 式 


加 上 一些 有 理 国 数 之 和 , 这 些 有 理 函 数 的 分 子 是 常数 ,分母 是 线性 沙 数 的 潇 ， 
7。 分 解 ?2 十 2 十 1 十 3， 


$ 5.4 共 斩 数 与 实 多 项 式 


在 复数 域 C 上 ,方程 a2*= 一 1 有 两 个 根 1 和 一 ;=0+ (一 DD%. 
对 应 Xtyi Pz 十 y (一 2) = 二 x 一 yt 把 第 一 个 根 映射 到 第 二 个 根 , 反 
过 来 把 第 二 个 根 上 映射 到 第 一 个 根 ， 而 它们 保持 所 有 实数 不 变 ， 而 
且 这 个 对 应 把 和 映射 到 和 , 把 积 上 映射 到 积 , 这 可 以 通过 直接 代入 公 
式 (1) 和 (2) 或 者 应 用 定理 1 来 验证 . 换 名 话说 , 这 个 对 应 是 CC 的 
一 个 自 同 构 (C 到 自身 的 同 构 ). 

我 们 可 以 更 简洁 地 把 这 个 对 应 哲 述 如 下 ， 把 数 x 一 yi 称 为 复 
数 z 二 xz 十 y$ 的 共 回 2， 对 应 ztr>z* 是 C 上 周期 为 2 的 自 同 构 ， 
这 因为 

(21 十 32) 二 21 十 22*， (2122)* 二 21*22*， (2*)* 二 %。 (12) 
在 几何 上 这 个 对 应 相当 于 复 平面 关于 x 轴 的 一 个 反射 ; 与 其 共 罗 
相等 的 数 只 有 实数 . 

共 轿 复数 在 数学 中 和 物理 学 中 (特别 在 波动 力学 中 ) 是 很 有 用 
的 在 使 用 它们 的 时 候 , 记 住 下 面 一 些 简单 公式 是 方便 的 : 


怀 


EA 


用 了 这些 公式 可 使 我 们 从 定理 6 很 容易 地 推出 实 系 数 多 项 式 的 
。J38 。 


121 一 22#k， 31 一 


分 解 定 理 . 

引 理 实 系 数 多 项 式 的 非 实 复 根 是 以 一 对 共 轿 复数 的 形式 
出 现 . 

这 推广 了 下 面 熟知 的 事实 ， 二 次 多 项 式 ax? 十 pz 十 c， 当 判别 


式 如 一 4ao 一 0 时 , 有 两 个 共 瑟 复 根 z= 一 ?二 ? 一 490， 


证 明 设 p(z) 为 已 知 多 项 式 ， 我 们 可 以 把 它 写成 (11) 的 形 
式 , 其 中 z; 是 复数 (不 是 通常 的 实数 )， 因 为 作用 在 这 些 根 z; 上 
的 一 个 对 应 zirsi 是 自 同 构 ， 所 以 它 把 jp(z) 映 射 到 为 一 个 多 项 
式 
2 (2) 一 C (2—21) (3 一 22 (som). 
这 个 多 项 式 的 每 个 系数 是 p(z) 中 相应 系数 的 共 罗 ， 但 因 p(z) 的 
全 体系 数 都 是 实数 ， 所 以 p(z) = 二 2*(z)， 因 此 分 解 式 (11) 是 唯一 
的 ,c= 二 ce* 是 实数 , 并且 z; 是 实数 或 者 是 成 对 出 现 的 共 圈 复数 . 
定理 ? 任意 实 系数 多 项 式 可 以 分 解 成 ( 实 ) 线性 多 项 式 和 尖 
列 式 为 负 的 ( 实 ) 二 次 多 项 式 . 
证 明 上 面 引 理 中 的 实 根 z; 给 出 ( 实 ) 线性 因子 (2 一 ?;). 一 
对 共 轮 复 根 4 十 bi 和 a 一 bi(5 才 0) 可 以 合 起 来 有 
1z 一 (二 2) [2z— (a—0i)]=2:—242+ (a’-+6’), 
它 给 出 23) 的 一 个 实 系数 二 次 因 了 于, 其 判别 式 为 
40 一 4(0 十 2 =—40°<0. 证 毕 
反 过 来 ， 线 性 多 项 式 和 判别 式 为 负 的 二 次 多 项 式 在 实数 域 上 
是 不 可 约 的 (后 者 是 因为 它们 只 有 复数 根 , 因此 疫 有 线性 因子 ). 定 
理 7 所 摘 述 的 因子 分 解 是 唯一 的 , 这 可 作为 一 个 推论 . 


习 是 


1. 解 方程 : 
(a) (1 二 1)z2 二 3712* 二 2 十 %, 
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(bb) >2z*# 十 22 一 3 十 ?， 
(C) 225# 十 3(2 一 2#+) 一 4 一 371， 
2，、 解 方程 : 
(a) 22” 十 3(2 十 2#y) 一 7， 
(b) zz2*+3(z2*) = 32. 
3. 解 联 立方 程 : 
人 
(1+2)2*— (6+2)w*=4. 
4， 给 出 $$ 4.4 定理 4 推论 2 的 独立 的 证 明 . 
5。 证明: 如果 我 们 在 实数 系 上 添加 一 个 任意 非 线 性 不 可 约 的 实 系数 多 
顺 式 的 虚 根 , 则 可 得 到 一 个 与 C 同 构 的 域 . 
6， 证明: 在 任意 有 序 域 上 ， 如 果 如 一 4ac 二 0, 则 ez: 十 bz 十 c 是 不 可 约 
7. 证明: 保持 所 有 实数 都 不 变 的 人 的 每 个 自 同 构 或 者 是 恒 等 自 同 构 
(zt*z) ,或 者 是 目 同 构 zh>2”. 


“35.5 二 次 方程 与 三 次 方程 
$ 5. 3 中 我 们 证 明了 任意 复 系 数 多 项 式 根 的 存在 性 , 但 没有 指 
出 如何 有 效 地 把 根 计 算出 来 . 在 85.5 和 3$5.6 中， 我们 将 指出 
如 何 计 算 二 次 方程 、 三 次 方程 和 四 次 方程 的 根 ， 计 算 过 程 中 只 包 
含 四 种 有 理 运 算 ( 加 、 乘 , 减 . 除 ) 和 开交 次 方 根 运算 .8 5.1 和 85.2 
中 我 们 已 指出 如 何 进 行 复数 的 这 些 运算 ， 下 面 讲 的 计算 过 程 也 可 
用 于 任何 别 的 域 上 ， 在 这 些 域 上， 任意 元 素 的 % 次 根 是 可 以 构造 
的 , 而且 1+1 直 0，1 十 1 十 1 大 0. 
二 次 方程 可 以 用 中 学 代数 的 “配方 ”方法 求解 方程 _ 


42 十 D2 十 C 一 0，(qa 二 0) (13) 
等 价 于 (具有 同样 的 根 ) 较 简单 的 方程 
2 十 Bz-+C=0, ( 8= 志 ， 0=£) (14) 


. 140。 


如 果 令 wz 十 也 ( 即 z= ww 一人)， 以 便 配 成 完全 平方 , 我们 可 以 


看 到 (14) 式 等 价 于 
w= 0. (15) 


对 w，B, C 代 回 z, a,5, c, 这 就 得 出 


_ 2 


2a 
根据 $ 5. 2, 所 以 有 两 个 解 . 
三 次 方程 可 以 类 似 地 求解 . 首先 象 $ 4.4 那样 ， 把 三 次 方程 
化 为 形式 


和 十 DZ 十 9 一 0， (17) 
然后 做 维特 (Vieta) 变 换 z= 2 一 -了 结果 得 到 (有 些 项 已 消去 ) 
103 — -+= 0. (18) 


用 ww 滋 以 各 项 ， 我 们 得 到 关于 2 的 二 次 方程 ， 这 个 方程 可 以 根 
所 公式 (16) 求 解 , 得 出 
203 一 一 全 十 VY 全 + 如 (两 个 值 )， (19) 


这 给 出 刀 的 6 个 三 次 根 形 式 的 解 , 把 这 些 解 代 入 公式 *=2 一 - 革 ， 


3w 
我 们 就 得 到 z 的 三 对 解 , 成 对 的 两 个 解 是 相等 的 , 
阐述 一 下 前 面 定理 6 中 的 公式 是 有 趣 的 ， 例 如 ， 二 次 多 项 式 
的 情形 , 记 
2 十 B5Z5 二 CO (2 一 21) (2— 22), 
我 们 有 
?1 十 22 二 一 B，z1z2 二 C， 因 而 (21 一 ?2) ?=B: 一 40. (20) 
B" 一 4C= 二 D 这 个 量 是 (14) 的 判别 式 . 用 原 来 (13) 式 中 的 系数 表 
.141 。 


4 _ 
示 ， D= “一 :22 
类 似 地 , 设 z1, z2, zs 是 简化 的 三 次 方程 (17) 的 根 , 则 
%1 十 %2 十 2%3 二 0， 2Z122 十 2223 十 2381 二 D， 212%223 二 一 4 (21) 
合并 前 两 个 关系 式 , 我 们 得 到 公式 


_ 2 2 2 
有 二 2122 一 253， (21— 2») 一 一 40 一 323 ， 


(22 ) 
21 十 22 十 23 二 一 2%. 
我 们 现在 用 
D= nl (zi;—27)°=P’, 
这 里 P= (zl 一 %02) (2%2 一 23) (51 一 23) (23) 


来 定义 三 次 方程 的 判别 式 ， 把 平方 ， 再 利用 (22) 式 的 第 二 个 关 
系 式 , 通过 一 些 计算 后 我 们 就 得 到 
D= —4p’—27g’, (24) 


它 可 以 用 来 简化 (19) 得 w= 一 + 二 2. 


定理 8 实 系数 二 次 方程 或 三 次 方程 ， 如果 它 的 判别 式 非 负 ， 
则 它 有 实 根 ; 如 果 它 的 判别 式 是 负 的 , 则 它 有 两 个 虚 根 . 

证 明 根据 定理 7 的 推论 , 或 者 所 有 的 根 都 是 实 根 , 或 者 有 两 
个 共 罗 虚 根 z:=2i 十 外 和 z= 二 zw1 一 .如果 所 有 的 根 都 是 实 的 , 则 
对 所 有 关 7, 有 (z; 一 2;) 之 0, 因 此 刀 关 0. 对 第 二 种 情况 ,有 (#1 一 2%2》 
二 一 4y* 过 0， 又 因为 z= 二 7 是 实 的 ， 所 | 以 (81 一 23) (#2 一 23) = 
(一 0) 十 扩 一 0, 因此 D 二 0. 证 毕 

由 (23) 式 , 条 件 D=0 给 出 了 检验 方程 有 重 根 的 简单 判别 法 . 

可 和 异 的 是 , 在 D>>0 的 情况 中 , 方程 ”十 pz -Fg 二 0 的 三 个 根 全 
部 是 实 根 , 但 公式 (19) 却 是 用 复数 把 它们 表示 出 来 , 我 们 在 $ 15. 6 
中 将 指出 这 是 区 无 助 益 的 ， 
。 了 42 。 


3. 
4， 
“5. 


习 题 
证 明 : 对 任意 复数 yg, p， 存 在 2 满足 y= =2 一 地 存在 多 少 个 z? 


用 根 式 表 出 方程 的 解 : 

(4a) 2 十 12 一 2， 

(b) 23 十 312 一 1 十 ?1 

(c) 23 十 3322 一 103， 

把 习题 2(a) ~(c) 每 个 方程 中 的 一 个 根 改 写成 小 数 形式 . 

(a) 证 明 (22) 式 . (b) 证 明 (24) 式 ， 

(a》 证明 : sh3y=sh(3y 十 272). 

(b》 利 用 §4.4 中 的 公式 (9a) 证 明 : 方程 142; 十 3z=C 除 有 实 根 


sh| Arsh C= shy 外 ， 还 有 复 根 -二 chy 士 i sh 


6， 设 办 = 和 是 五 次 本 原单 位 根 , 且 设 = + 二 


(a) 证 明 : 6 十 6=1， 
(b) 推断 :; 中 心 在 (0,0), 一 个 项 点 在 (1,0) 的 一 个 正 五 边 形 中 , 与 这 


个 项 点 相 邻 的 顶点 的 x 坐标 是 一 


7， 用 公式 te cosn0 = 二 全 (cos 如 ， 其 中 史 为 一 个 
适当 的 ?次 多 项 式 ， 并 计算 了 1 Ts, Bi. 


“5.6 四 次 方程 的 根 式 解 法 


任何 一 种 把 代数 方程 的 求解 化 为 一 系列 有 理 运 算 和 对 某 数 开 
n 次 方 根 的 运算 的 方法 称 为 “ 根 式 解 法 ”. 
/ 定理 9 任意 Ms<4 次 实 系数 或 复 系 数 多 项 式 方程 可 用 根 式 


求解 . 


证 明 因为 2=1 的 情形 在 任意 域 上 都 是 可 解 的 ， 而 2=2，3 
的 情形 在 8$ 5. 5 中 已 作 了 处 理 , 所 以 我 们 只 须 考 虑 


axi+br 十 cz 十 CTTe 一 0， (于 0)， 
* J43。 


再 有 ,用 a 去 除 每 一 项 , 并 用 z=z 十 :2 代替 zx( 以 便 配 成 完全 "四 
次 方 ), 我 们 得 到 方程 
2 十 022 二 92 十 7 一 0， (25) 


它 的 根 与 原 方程 的 根 相差 了 3， 但 是 ,对 所 有 的 uw, (25) 式 等 价 于 
: a4 十 224 十 修一 2 一 公 十 pz2 十 gz 十 7 一 0， (26 ) 
此 (2+ 和 -| Dget(-) | 
第 一 项 是 一 个 完全 平方 P% 这 里 ==? 十 各， 方 括号 中 的 项 当选 
取 满足 (相当 于 判别 式 等 于 零 
2 一 40 一 下 ( 生 一 7) (27 ) 
4 
时 , 古 一 个 完全 平方 0， 应 用 定理 8, 这 个 关于 久 的 三 次 方程 可 用 
根 式 求解 ， 如 果 (25) 式 的 系数 是 实数 , 我 们 甚至 可 以 证 明 ， 至 少 有 
一 个 实数 之 p 满足 (27) 式 , 这 是 因为 , 当 %=p 时, (27) 式 的 右边 
为 零 ， 并 且 当 ww>>0 充分 大 时 ，(27) 式 的 右边 大 于 gq?， 或 大 于 另 一 
个 任 登 预先 给 定 的 常数 ， 因 此 根据 $ 4.4 定理 4, (27) 式 有 所 要 求 
的 实 根 Wi, 
把 这 个 常数 wl 代入 (26) 式 ， 则 (25) 式 的 左边 采取 形式 
已 一 和 = (P-+-Q) (P 一 09)， 或 者 
(2 二 是 外 z+ —Q ) (28) 
这 里 


@=4z 一 B， A=/u—-p, B=-2 (29) 


24A 


(25) 式 的 根 显然 是 (28) 式 两 个 二 次 因子 的 根 ， 后 者 可 根据 (16) 式 
“144 。 


求 出 ， 注 意 , 如 果 原 方程 的 系数 a, 2, c,d,e 都 是 实数 ,那么 这 两 个 
关子 也 是 实 系 数 的 . 

回顾 一 下 方程 根 式 解法 的 历史 是 有 意义 的 ， 二 次 方程 的 求解 
由 Hindus 发 现 , 而 它 的 几何 形式 由 希腊 人 给 出 ($ 4.1). 三 次 方 
程 和 四 次 方程 的 求解 是 由 文艺 复兴 时 期 意大利 数学 家 Scipio del 
Ferro (1515) 和 Ferrari (1545) 给 出 . 此 外 , 十 八 世 纪 末 ， 阿 贝 耳 
(Abel) 和 伽 罗 瓦 (Galois) 证 明了 所 有 次 数 % 宇 5 的 多 项 式 方程 用 
根 式 求解 是 不 可 能 的 . 


二 题 
l]。 用 根 式 求解 34 一 423 十 (1 十 3)2 一 31， 
2. 不 用 代数 基本 定理 证 明 : 每 个 次 数 4%<6 的 实 系 数 多 项 式 有 复 根 。 
3， 解 联 立 方程 
和 


22 十 2 一 3 一 2 


*§ 5.7 稳定 型 方程 


很 多 物理 系统 是 稳定 的 当 且 仅 当 相应 的 多 项 式 方程 的 全 部 根 
具有 负 的 实 部 ， 因 此 有 具有 这 种 性 质 的 方程 称 为 “稳定 型 方程 . 

在 实 二 次 方程 2 十 Bz 十 C=0 的 情形 中 ， 容 易 检验 它 的 稳定 
性 ， 如 果 4C 六 囊 , 则 两 个 根 都 是 实数 ， 它 们 具有 相同 符号 当 且 仅 
当 z122 二 C00， 符号 是 估 的 当 且 仅 当 B= 一 (z1 二 23) 二 0. 如 果 
4C>>B?， 则 方程 的 根 是 两 个 共 轿 复数 ， 它 们 两 个 具有 人 负 的 实 部 
vi 二 zs 当 且 仅 当 B= 一 271= 一 2zs>>0， 这 种 情形 中 也 有 C0 
>0. 因此 这 两 种 情形 的 “稳定 性 条件 是 如 >0,C>0 . 

在 实 三 次 方程 ”十 4z? 十 Bz 十 C=0 的 情形 中 ， 稳 定性 条 件 也 


不 难 找到 .当然 , 只 考虑 简化 形式 (17) 还 不 够 . ) 事 实 上 ， 如 果 所 
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有 的 根 具 有 人 负 实 部 , 那么 , 因为 一 个 根 *= ~ 是 实 的 , 所 以 我 们 有 
分 解 式 
2 十 442? 十 Bz 二 C= (z+ 十 aq) (2z? 十 6z 二 6¢)， (30) 

这 里 ao>0， 并 由 上 述 情况 知 gp>>0，c>0.， 因此 稳定 性 的 必要 条 
件 是 A4=a+b5>0， B=(ab+e)>>0 和 0O=ac>0， 此 外 4B-C 
~b(a’:++abt+c)>0. 

反之 , 假定 4 汪 0，B>0，0> 汪 0，4B 一 0C>>0， 并 考 虚 实 分 解 
式 (30), 根据 定理 7 这 个 分 解 总 是 存在 的 ， 因 为 ac 王 C>0， 所 以 
a 和 c 有 相同 的 符号 ， 但 是 , 如 果 它 们 两 个 都 是 负 的 ， 那么 b 必须 
是 负 的 才能 使 ob 二 c 二 0, 因此 4=a+2<0， 同 假定 了 矛盾， 因此 有 
a>0，c 盖 0, 并 推出 a2 十 ab 十 c=a(la -+b) 十 c>0， 但 是 这 就 推出 
5= 二 >0， 因 此 (30) 式 的 两 个 因子 是 稳定 的 ， 因 此 我 们 
证 明了 下 面 结果 

定理 10 实 二 次 方程 2 十 Bz 二 COC=0 是 稳定 型 方程 当 且 仅 当 
B>0 和 C0>0. 实 三 次 方程 十 Az* 十 Bz 十 CO 一 0 是 稳定 性 方程 当 


且 仅 当 4>>0，B>>0，C0 和 48>C. 


| 习 题 
1. 检验 下 列 多 项 式 的 稳定 性 : 
(a) z3 十 2z? 十 2z 十 1. 
(b) 2z3 十 2z2 十 2 十 2， 
2. 证 明 : nw 次 首 一 实 系数 多 项 式 是 稳定 型 的 ， 那 么 它 的 所 有 系数 都 必 
须 是 正 的 . 
+3， 证 明 ， 实 系数 多 项 式 z! 十 42; 十 Bs: 十 Cz 十 D 是 稳定 型 的 当 且 仅 当 
它 的 所 有 系数 都 是 正 的 , 并且 4BC>> 42 忆 十 C2， 
*4。 利用 习题 3, 求 出 复 系 数 二 次 方程 ?十 Bz 十 C=0 是 稳定 型 方程 的 充 
分 必要 条 件 ，( 提 示 : 考 虚 (s2 十 Bz 十 0) (z? 寺 B+z 十 C*) =0,) 
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第 六 章 群 


§ 6.1 正方 形 的 对 称 

“对 称 ” 的 概念 对 每 个 受过 教育 的 人 来 说 都 是 熟悉 的 ， 但 是 由 
对 称 产生 的 对 称 代 数 却 只 有 少数 人 了 解 . 我们 将 通过 具体 的 正方 
形 对 称 来 引出 这 个 代数 . 

我 们 设想 一 个 正方 形 硬 纸板 放 在 有 固定 轴 的 平面 上 ， 使 得 正 
方形 的 中 心 落 在 坐标 原点 上 , 正方 形 的 一 个 边 是 水 平 的 ， 显然 , 这 
个 正方 形 具 有 旋转 对 称 : 它 通过 下 面 的 刚体 运动 可 旋转 成 自身 . 

R: 围绕 中 心 0 顺 时 和 针 旋 转 90 . 

R',R": 以 同样 的 方式 旋转 180”" 和 270.. 

这 个 正方 形 还 有 反射 对 称 : 它 可 以 通过 下 面 的 刚体 反射 变 为 
自身 . 

五 :关于 过 原点 0 的 水 平 轴 的 反射 . 

V: 关于 过 原点 OQ 的 垂直 轴 的 反射 . 

D: 关于 工 正 象限 中 的 对 角 线 的 反射 . 

D': 关于 下 IV 象限 中 的 对 角 线 的 反射 . 

至 此 , 我 们 列举 的 这 些 情 形 包 括 了 七 种 对 称 . 

对 称 代 数 起 源 于 下 述 事实 : 我 们 通过 相继 完成 两 个 运动 可 以 
把 两 个 运动 相 乘 ， 例 如 , 乘积 HR 可 分 两 步 得 到 : 首先 把 正方 形 关 
于 水 平 轴 有 反射， 然后 再 把 正方 形 顺 时 针 旋 转 90”"， 通 过 正方 形 硬 
纸板 的 实验 , 我 们 可 以 验证 , HE 的 最 终 效 果 与 D' 是 一 样 的 ,这 里 
D' 是 关于 从 左上 和 角 到 右 下 角 的 对 角 线 的 反射 ， 另 一 方面 ， 等 式 
HR=D 可 以 通过 观察 正方 形 的 每 个 顶点 的 变化 来 验证 ， 如 果 等 
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式 两 边 具 有 同一 个 效果 ， 则 等 式 
成 立 ， 例 如 , 在 图 1 中 , 五 R 是 先 
通过 五 把 1 送 到 4， 然 后 通过 羽 
把 4 送 到 3， 因此 就 把 1 送 到 3， 
这 恰好 与 新 的 效果 一 样 . 

类 似 地 , RH 定义 为 先 顺 时 针 
旋转 90° 随后 关于 水 平 轴 反 射 . 
(注意 : 图 1 的 平面 包含 反射 轴 ， 
这 个 平面 可 以 想象 成 不 随 正 方形 图 1 
而 旋转 , ) 

由 计算 表明 RHE=D 考 HE, 由 此 我 们 顺便 得 到 这 里 所 说 的 “ 乘 
法 "一 般 不 满足 交换 律 ! 但 是 它 满足 结合 律 ， 我 们 在 § 6. 2 中 将 看 
到 这 一 点 . 

读者 计算 正方 形 对 称 的 其 他 乘积 (86.4 的 表 1 中 给 出 一 个 完 
整 的 乘法 表 ) 是 有 意义 的 ，、 当 你 做 完 这 些 乘积 之 后 将 会 发 现 , 一般 
地 ， 逐 次 地 把 任意 两 个 对 称 乘 起 来 便 得 到 第 三 个 对 称 ， 但 有 个 例 
外 ,例如 ， 当 五 和 R'' 相 乘 时 ,就 会 看 到 它 的 积 是 一 个 使 正方 形 每 
个 点 都 保持 原来 位 置 的 运动 ， 这 就 是 所 谓 的 “ 恒 等 ”运动 I， 这 通 
常 不 被 非 数 学 家 认为 是 对 称 ; 尽管 如 此 , 为 了 能 使 所 有 的 对 称 两 两 
相 乘 , 我 们 还 是 把 工 看 作 一 个 (退化 的 ) 对 称 . 

一 般 地 , 根据 定义 , 几何 图 形 的 对 称 是 图 形 上 的 点 保持 距离 不 
变 的 一 一 变换 .容易 看 出 ， 正 方形 的 任意 对 称 一 定 把 顶点 1 变换 
到 四 个 可 能 的 顶点 之 一 , 而 且 对 每 个 这 样 的 选择 正好 有 两 个 对 称 . 
于 是 总 共 只 有 八 个 对 称 , 就 是 我 们 已 经 列 出 来 的 那些 . 

不 仅 正方 形 ， 而 且 每 个 正 多 边 形 和 正 多 面体 〈 例 如 立方 体 和 
正二 十 面体 ) 都 存在 有 趣 的 对 称 群 ， 可 以 用 上 面 概 述 的 初等 方法 
找到 . 
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类 似 地 ， 很 多 装饰 品 有 有 趣 的 对 称 ， 例 如 我 们 考虑 一 个 无 限 
长 的 装饰 图 案 


在 这 个 图 案 中 , 第 头 是 沿 着 直线 以 一 英寸 间隔 均匀 分 布 的 . 这 个 图 
形 的 三 个 简单 的 对 称 是 :7 了, 向 右 平移 一 英寸 ;也 ,向 左 平移 一 英寸 ; 
H， 图 形 关 于 水 平 轴 反 射 ， 其 他 对 称 ( 事 实 上 是 一 切 对 称 ) 可 以 由 
这 三 个 对 称 反 复 相 乘 而 得 到 |. 


习 题 

.计算 HV, HD', D'H, R'D', D'R', R'R’. 
， 在 第 头 装饰 图 案 中 , 描述 对 称 TH 和 HT 
， 列 出 等 边 三 角形 的 所 有 对 称 ,并 计算 五 种 具有 代表 性 的 乘积 . 
有 列 出 普通 矩形 的 所 有 对 称 , 并 计算 它们 的 所 有 乘积 ， 

“ 5， 正四 面体 有 多 少 对 称 ” 正八 面体 有 多 少 对 称 ? 画图 说 明 . 

“6. 证 明 : 正文 中 的 装饰 图 案 的 任意 对 称 可 通过 五 ,T 和 TT" 反复 相 乘 而 
得 到 ， 


J 


| 8$6.2 变换 群 
对 称 代数 可 以 推广 到 无 论 什么 元 素 的 任意 集合 8 的 一 一 变 
换 ， 虽 然 常常 把 集合 3 看 作 “ 空 间 ”( 例 如 平面 或 球 )， 把 8 的 元 素 
看 作 “ 点 ”, 并 且 把 双 射 看 作 人 的 相对 于 适当 性 质 的 “对 称 ", 然而 在 
任何 情况 下 , S 的 双 射 还 满足 一 些 非 平凡 的 代数 定律 . 
为 了 理解 这 些 定 律 ， 我 们 必须 清楚 地 记 住 8$1. 11 中 给 出 的 关 
于 函数 , 单 射 、 满 射 和 双 射 的 定义 ， 为 了 重新 解释 它们 , 我 们 给 出 
一 些 新 的 例子 ， 同 8&1.11 中 一 样 ， 我 们 通常 用 缩写 记号 xf 代替 
f(z)( 读 作 “z 通过 了 的 变换 ”), 用 xg 代替 9(z), 等 等 . 
函数 f(x) = ei* 把 实数 域 R 映 入 复数 域 C， 它 的 值 域 ( 象 ) 
。J149 ， 


各 


是 单位 圆 ， 类似 地 ，9(z) = |z| 是 函数 9:C 一 R， 它 的 象 是 所 有 非 
负 实 数 的 集合 . 

再 有 ， 考 虑 下 列 整 数 环 Z 到 自身 的 函数 和 :ZZ 和 
pL—>L: 


元， 当 包 为 偶数 ， 
0， 当 仅 为 奇数 


根据 乘法 消去 律 , 加 是 一 一 的 ; 然而 它 的 值 域 仅 由 偶数 组 成 ,所 以 
9o 设 有 把 Z 变换 到 Z 上 ， 另 一 方面 , go 不 是 一 一 的 , 这 因 为 所 有 
奇数 都 映射 到 零 , 但 是 它 把 Z 上映 到 ZZ 上, 于 是 yo 是 满 射 ， 而 不 是 
单 射 . / 
我 们 现在 转 到 变换 代数 ， 具 有 相同 的 定义 域 S 和 相同 的 取 值 
域 了 的 两 个 变换 办 :人 -> 人 和 几 :5S->T， 如 果 它 们 作用 到 及 的 每 一 
尽 上 孝 有 相同 的 效果 , 则 称 它们 相等 , 即 

$= 二 8 的 意思 是 , 对 每 个 PES, 有 Pp$=p9'. (1) 

再 定义 两 个 变换 上 和 的 来 积 或 合成 9y 为 它们 相继 作 用 的 
结果 ,先后 几 , 然而 这 里 应 假定 $$ 的 取 值 域 是 的 定义 域 ， 换 多 
话说 , 如 采 / 


ngo= 2%, ny} 


办 :人 一人 力作， 

那么 9y 是 由 等 式 PLOY) = (pO)Y (2) 
给 出 的 由 仿 到 0U 中 的 变换 ， 式 中 规定 $y 作用 到 任意 点 PES， 特 
别 是 ，S (到 自身 ) 的 两 个 变换 的 乘积 总 是 可 以 定义 的 ， 我 们 现在 
只 考虑 这 种 情况 , 只 要 假定 所 包含 的 乘积 有 定义 , 下面 证 明 的 恒 等 
式 几 乎 所 有 都 可 以 用 于 一 般 情 况 . 

变换 的 乘法 适合 

结合 律 (Gp)0= $F0), 
这 里 假定 所 包含 的 乘积 都 有 定义 ， 直观 上 这 是 显然 的 : 〈%2)0 和 
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jg0) 两 者 都 是 按照 先 和 后 少 最 后 0 的 顺序 作用 的 。 正 式 地 , 对 每 
个 ES, 我们 有 
pcy0] = 2 CO) TEPG LPG) (i pL(GY)0), 


里 钴 步 部 依 二 于 匀 法 的 定义 (2 也 就是 把 定义 (2) 用 到 与 和 上 
相对 应 的 等 号 下 面 标 出 的 乘积 上 ， 根 据 变换 相等 的 定义 (1) 这 就 
证 明了 结合 律 $(%0) 二 ($y) 0 

集合 人 SE 上 的 恒 等 变 换 I=JTs 是 使 S 上 每 个 点 保持 固定 的 变换 
1:S>S， 代 数 上 , 这 可 叙述 成 等 式 


PI 二 pp， 对 每 个 PE (3) 
从 上 面 的 定义 , 直接 推出 
同一 律 1$=JI=$， 对 一 切 小 


为 了 验证 这 一 扩 , 我 们 注意 ， 对 所 有 的 p, 有 PP(16) 二 (71)9$= pg 
类 位 地 , P($1) = (79)IT=p$. 

现在 回 人 Z 上 的 特殊 变换 go 和 %o， 并 计算 
它们 的 乘积 ， 显 
m， 当 m 为 偶数 ， 
0， 当 为 可 数 . 


因此 wgo 才 I， 另 一 方面 ， 对 一 切 mt2Z， 有 mgoyo 二 mm， 因 此 
goyo = 二 I， 于 是 我 们 称 po 是 加 的 右 逆 元 素 ( 而 不 是 左 逆 元 素 )， 

一 般 地 , 如 果 变 换 4 加 > 总和 :> 具有 9 = 人 一 全 那 
么 称 办 是 儿 的 左 递 元素， 而 多 是 峭 的 右 闻 元素， 这些 定义 同 以 前 
定义 的 是 “一 一 映 入 的 ( 单 射 )” 和 “上 映 上 的 ( 满 射 )” 等 概念 有 密切 
关系 . 

定理 1 变换 $:S>S 是 一 一 的 当 且 仅 当 它 有 右 关 元素, 是 
映 上 的 当 且 仅 当 它 有 左 送 元 素 ， 

证 明 ”如果 乡 有 右 逆 元 素 力 9 三 大 并且 29 三 2 ,那么 


es。 了 23 了。 


p=p($p)= (2 的 ) 幼 一 (0 P=P (00) 二 人 
于 是 由 20=2 4 可 推出 ?=D ,因此 少 是 一 一 的 ， 类似 地 ， 如 果 几 
有 左 逆 元 素 , 则 $=I， 因 此 仿 中 的 任何 元 素 4 都 可 写成 
gq=41=g(p $)= (gp )$, 
这 表明 9 是 某 一 点 了 二 98 的 $- 象 ， 因 此 是 映 上 的 . 

反 过 来 ， 已 知 任意 bg :SS， 我 们 首先 如 下 构造 第 二 个 变换 
:SS>S， 中 有 一 些 点 , 其 中 每 个 点 49 是 5S 的 一 个 或 多 个 点 了 在 
$ 之 下 的 象 ,对 每 个 点 4, 在 这 些 点 2 中 任意 选 出 中 一 个 点 作为 象 
qy. 那么 , 对 形 为 p94 的 任何 一 个 9, 有 

q(¥$9)= (gqp) $= p= 9. 
再 令 力 随便 按 什 么 方式 映射 S 中 其 余 的 点 4， 辟 如 说 上 映射 到 ( 非 
空 ) 集 合 态 的 某 个 固定 点 上 . | 

现在 ,如 果 乡 是 映 上 的 ,那么 每 个 4 都 有 形式 p9, 因此 $= 了 
所 以 力 有 乡 作为 它 的 左 逆 元 素 ， 另 一 方面 , 如 采 乡 是 一 对 一 的 , 那 
么 ,对 每 个 p, (020) 一 定 是 唯一 的 pp， 即 上 面 所 说 的 &=20 中 的 
2。 因 此 gp 三 成 所 以 区 是 加 的 右 逆 元 素 , 如 断言 所 述 . 

注 ”和 人 微 积分 学 中 函数 记号 y= 8(z) 瞳 示 记 成 y= gz， 而 前 面 
我 们 写成 y 一 x9; 按照 这 种 记号 ， 几 和 三 区 ( 纺 的 合成 日 然 写 成 
z 二 《四 )z, 它 是 作为 2 二 (8(w)) 的 缩写 记号 ,并 代替 :=z08. 因 
此 9 的 意思 是 “ 先 执行 办 后 执行 加， 而 右 逆 元 素 和 左 逆 元 素 的 
概念 应 相互 对 换 ， 虽 然 上 述 两 种 记号 用 任何 一 种 都 是 可 以 的 ， 但 
是 一 定 要 避免 它们 之 回 的 混 铺 然而， 双边 赵 元 素 的 意思 保持 不 
变 , 正如 下 面 推论 所 述 . 

推论 1 交换 :5S>S 是 双 射 当 且 仅 当 它 既 有 右 逆 元 素 又 有 
左 递 元素， 如 果 田 是 双 射 ， 那 么 办 的 任意 右 逆 元 素 等 于 四 的 任意 

@ 在 这 料 的 点 9 组 成 的 集合 是 无 限 的 情况 下 , 选择 公理 (参见 $ 12.2) 断 言 : 对 
每 个 gq, 可 以 选择 无 限 多 个 这 样 的 p。 
ee 1932， 


左 逆 元 素 。 
事实 上 , 如 果 乡 有 右 逆 元 素 0 和 左 道 元 素 ,那么 
0=10= (py$)0=% ($0) =yI=y. 
把 变换 :5>8 的 (双边 ) 道 元 素 定 义 为 祷 足 


逆 律 $0 一 信人 = 
的 任意 变换 $7!。 这 些 等 式 也 表明 和! 是 乡 的 (双边 ) 地 元 素 ， 因 
此 进一步 有 


推论 2 变换 少 :S-> 避 是 双 射 当 且 人 充当 内 有 (双边 ) 逆 元 于 
6-!， 如 果 角 是 双 射 , 那么 力 的 任何 两 个 北 元 素 是 相等 的 ， 并 有 
(4 -0 -1=$. (4) 
这 个 推论 后 面 将 要 用 到 . 它 可 以 直接 证 明 , 因为 $7! 只 不 过 是 
这 样 一 个 变换 , 它 把 S 的 每 个 点 9 二 74 变 回 原来 唯一 的 点 2. 在 S 
是 有 限 的 特殊 情况 下 , $ 是 一 一 的 当 且 仅 当 $ 是 映 上 的 ,因此 在 这 
种 情况 中 左 逆 元 素 和 右 逆 元 素 的 更 细致 的 讨论 是 没有 意义 的 . 
对 于 集合 人 S 到 另 一 个 集合 T 的 函数 $6:5 一 TT 来 说 ， 定 理 1 及 
其 推论 以 及 它们 的 证 明 也 都 成 立 ， 我 们 只 须 注 意 ， 左 逆 元 素 力 或 
者 右 道 元 素 9 是 第 二 个 集合 了 到 集合 S 中 的 变换 , 并 注意 
po=Ir:T>T, $0=T:S—>A8. 
这 里 Ts 和 Iz 分 别 是 S 和 T 上 的 恒 等 变 换 . 
我 们 现在 准备 定义 变换 群 这 一 重要 概念 . “空间 " 心 上 的 变换 
人 群 是 指 满足 下 列 条 件 的 把 S 映 上 5S 的 一 一 变换 J 组 成 的 任意 集 
合 G: 
( i) 5 的 恒 等 变 换 在 G 中 ; 
(ii) 如果 $ 在 G 中 , 则 它 的 逆 元 素 也 在 G 中 ; 
(iii) ”如 果 $ 和风 在 G 中 , 则 它们 的 积 也 在 G 中 . 
定理 2 任意 空间 六 到 自身 的 所 有 双 射 所 组 成 的 集合 G 是 一 
个 变换 群 . 
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证 明 因为 17=7, 8 上 的 恒 等 变 换 了 是 双 射 , 因此 了 在 集合 
G 中 ， 上 面 的 条 件 (i) 满足， 如 果 少 在 G 中 ， 由 前 面 的 推论 2 得 
g-! 也 是 双 射 ， 因 此 它 同 样 在 G 中 ， 条 件 (i) 满足 ， 最 后 , 任意 两 
个 把 S 映 上 的 一 一 变换 g 和 ,它们 的 乘积 有 逆 元 素 , 因为 根据 
假设 
(GP) WG D=G pp G1 = 76-1= G8!=7, 
(PB) DBP) = PG OP= Ip = y=. 
因此 $y 也 是 双 射 ,并 且 有 逆 元 素 
(GW) = p18 (5) 
口头 上 说 就 是 ， 乘 积 的 逆 元 素 等 于 逆 元 素 颠 倒 次 序 相 乘 
证 毕 
有 限 集 S 到 它 自 身 的 双 射 通常 称 为 8 的 置换 ，m 个 元 素 的 所 
有 置换 组 成 的 群 称 为 次 对 称 群 ， 显 然 它 包含 ! 个 置换 , 这 因为 
第 一 个 元 素 的 象 bi 可 以 有 ?种 方式 选取 ， 然 后 ,第 二 个 元 素 的 象 
可 从 去 掉 1 剩 下 的 元 素 中 以 4 一 1 种 方法 选取 , 等 等 


习 是 

lil， 在 正方 形 对 称 群 中 计算 VD, (VD) BE”, DERE’,V (DR”)， 

2.， 类 似 习 题 1, 计算 HEB, R' (HR), R'H, (RH)R. 

3， 设 5S 由 所 有 实数 组 成 (或 由 直线 上 的 所 有 点 zz 组 成 )， 所 考 虚 的 变换 
具有 形式 x$ 二 az 十 6， 在 下 列 各 种 情况 中 , 以 所 指定 类 型 的 a 和 5 为 系数 的 
所 有 可 能 的 变换 4 组 成 的 集合 , 哪些 是 变换 群 , 并 给 出 证 明 . 

(a) gag 和 上 是 有 理 数 ; . 
(b) a=1,8 是 柯 数 ; 
(c) 6 一 1,0 是 正 整数 或 零 ; 
(d) 4=1,2 是 偶数 ; 
(€) 9 是 整数 ,b=0，; 
(f{) 2 天 0 和 2 是 实数 ; 
(g) 4 到 0, 9 是 整数 ,5 是 实数 ; 
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(h) a 寺 0, 4 是 实数 ,b 是 整数 ; 
(1) a 才 0, 6 是 整数 ,b 是 无 理 数 ; 
(j) a 站 0, 4 是 有 理 数 ,5 是 实数 . 
在 这 些 变 换 群 中 , 哪些 群 的 乘法 满足 交换 律 ? 
4， 找 出 恰 有 三 个 点 的 "空间 5S 上 的 所 有 变换 ， 共 有 多 少 个 变换 ? 其 
中 有 多 少 是 一 一 变换 ? 
5， 证 明 ; 所 有 正 整 数 的 集合 上 的 变换 nw? 没有 左 季 元 双 . 并 列 出 两 
个 明显 的 右 逆 元 巡 . 
6， 列 出 正文 中 定义 的 变换 :2Z 一 世 的 两 个 不 同 的 左 道 元素， 并列 出 
go 的 两 个 不 同 的 右 逆 元 素 . 
7?， 证明: 如 采 人 和 YW 二 者 都 有 布 逆 元 素 , 那么 $$ 也 有 右 道 元 素 . 
8， 对 于 正方 形 对 称 群 , 计算 LRT!'(VE)]7![ (R871D) 有 Rj. 
9。 对 正方 形 对 称 群 , 解 方程 RXR = DD. 
10.， 在 正方 形 对 称 群 中 , 验证 
(RH) :=H iIR FR IH. 
11， 求 出 和 矩形 每 个 对 称 的 逆 元 素 , 并 验证 公式 (5). 
12. 证 明 : 如 采 gb ,0 是 一 一 的 , 那么 8180…$, 也 是 一 一 的 , 且 
有 逆 元 素 
(102 pi) = bal pap 
13， 证 明 : 对 任意 9:S 一 S， 由 定理 1 证 明 的 第 二 部 分 所 构造 的 变换 
满足 $= 
*14. 证 明 : 具有 唯一 右 逆 元 素 或 唯一 左 逆 元 素 的 变换 上 :5 一 S， 必 是 态 
到 S 上 的 一 一 变换 . 


836.3 其 他 例子 


立方 体 的 所 有 对 称 构成 另 一 个 有 趣 的 群 ， 用 几何 语言 来 说 ， 

这 些 对 称 是 保持 立方 体 上 距离 不 变 的 一 一 变换 ， 它 们 被 称 为 “等 
距 变 换 ”， 共有 48 个 ， 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 注意 到 ,任意 一 个 初 
始 顶点 可 以 变换 到 八 个 顶点 中 任意 一 点 ， 任 意 顶 点 的 变换 固定 之 
后 , 这 个 顶点 的 三 个 相 邻 顶点 可 以 有 六 种 方式 进行 排列 , 于 是 给 出 
6.8=48 种 可 能 性 。 当 一 个 顶点 和 它 的 三 个 相 邻 顶点 的 位 置 确定 
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时 , 立方 体 上 任何 一 点 的 位 置 也 就 固定 下 来 , 所 以 整个 对 称 就 知道 
了 .因此 立方 体 恰 有 48 个 对 称 ， 它们 中 间 很 多 都 具有 特殊 的 几 
何 性 质 ， 例 如 ， 其 中 一 个 对 称 是 把 立方 体 的 每 个 点 反射 成 对 径 点 . 

包含 者 无 穷 多 个 变换 的 一 个 熟悉 的 群 是 所 谓 欧 几 里 得 群 . 这 
个 群 由 平面 的 所 有 “等 距 变 换 ”" 组 成 ,或 者 用 初等 几何 的 语言 来 说 ， 
在 这 些 变 换 下 ， 平 面 同 自身 是 全 等 的 ， 这 个 群 由 平移 、 刚 体 旋 转 
和 反射 的 乘积 组 成 ， 我 们 将 在 第 九 革 详细 讨论 它 , 

乃 一 个 群 是 由 空间 的 所 有 “相似 变 
换 ” 组 成 ， 即 由 那些 使 一 切 距 离 扩 大 常数 
4 一 0， 称 为 比例 因子 ) 倍 的 一 一 变换 组 
成 ， 任意 球面 变 为 自身 的 所 有 刚体 运动 又 
构成 一 个 群 ， 使 平面 上 正六 边 形 网 络 (图 
2) 保 持 不 变 的 所 有 “等 距 变 换 " 构 成 另 一 个 
有 趣 的 群 . 图 2 

再 有 ,一 条 橡皮 绳 沿 一 直线 摆 放 着 ， 绳 的 两 端 分 别 固定 在 己 ， 
@ 两 点 ， 它 可 以 沿 着 这 条 直线 以 很 多 种 方式 变形 ， 所 有 这 些 变形 
构成 一 个 群 (通常 称 为 线段 PQ 的 同 胚 群 ). 

一 般 地 说 , 任意 集合 的 一 一 变换 , 如 果 保 持 集合 中 元 素 的 某 个 
或 某 些 任意 给 定 的 性 质 ， 那 么 这 些 一 一 变换 构成 一 个 群 。 克 菜 苗 
(Felix Klein) (Erlanger 纲领 1872) 妈 辩 地 描述 了 ， 不 同 的 儿 体 
分 支 可 以 看 作 是 研究 相应 空间 的 那些 在 适当 的 变换 群 下 保持 不 变 
的 性 质 ， 例 如 ， 欧 几 里 得 几何 是 研究 空间 的 那些 在 所 有 等 距 变换 
下 保持 不 变 的 性 质 ， 拓 扑 学 是 研究 空间 的 那些 在 所 有 同 胚 变换 之 
下 保持 不 变 的 性 质 ， 类 似 地 ， 射 影 几何 和 仿 射 几何 分 别 研究 空间 
在 射影 群 和 仿 射 群 下 保持 不 变 的 性 质 ， 射 影 群 和 仿 射 群 的 定义 将 
在 第 九 章 给 出 
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本 题 


1， 搞 述 带 有 六 个 千 冯 贤 辐 条 的 车 轮 的 全 部 对 称 . 
2， 描 述 一 个 顶点 固定 的 立方 体 的 六 个 对 称 ， 
3， 设 5S, 了 TD 是 立方 体 关 于 两 个 平面 的 反射 , 这 两 个 平面 分 别 平行 于 立方 
体 的 两 个 不 同 的 侧面 。 描述 SP 的 几何 意义 ， 
描述 一 些 把 图 2 的 正六 边 形 网 络 变 到 自身 的 平面 等 中 变换 ， 
， 对 正方 形 网 络 做 习题 4. 你 能 数 出 所 有 这 样 的 变换 吧 ( 这 是 困难 的 )? 
， 对 正三 角 网 络 做 习题 4 并 说 明 这 些 变换 与 习题 1 的 变换 群 的 关系 . 
， 对 下 述 儿 种 情况 做 习题 4: 
(a) 无 限 圆柱 体 ， 
(b) 有 限 圆 柱 体 ， 
(c) 圆柱 螺旋 线 , 即 一 条 围绕 柱 面 并 与 融 柱 轴线 成 定 角 的 螺旋 线 . 


*8， 证 明 : 所 有 变换 zh" 一 各 二 5( 共 中 系数 4,5, c,d 在 任意 域 了 中 ,并 


且 ad 一 be 二 1) 组 成 一 个 群 ， 这 些 变换 作用 在 由 域 了 的 全 体 元 素 和 符号 元 素 
oo 组 成 的 集合 上 . 


“oO 心 


86.4 抽 象 群 


变换 群 决 不 是 其 溢 法 满足 $ 6. 2 中 所 说 的 结合 律 、 同 一 律 和 
逆 律 的 唯一 系统 ， 例 如 ， 任 意 域 ( 如 有 理 数 域 ， 实 数 域 和 复数 域 ) 
的 全 体 非 零 元 素 都 满足 这 些 定律 . 因为 任 疮 两 个 非 零 元 素 的 乘积 
是 一 个 非 零 元 系 ; 结合 律 成 立 ; 域 的 单位 元 条 1 满足 同一 律 , 并 且 


类 似 地， 任意 整 环 的 全 体 元 素 (这 次 包括 零 ) 在 加 法 运算 之 下 
满足 上 述 三 个 定律 ， 例 如 , 任意 两 个 元 素 有 唯一 确定 的 和 ; 加 法 满 
足 结 合 律 ; 对 于 加 法 运算 ， 零 满足 同一 律 ， 一 z 满足 逆 律 ， 换 句 话 
说 , 任意 整 环 的 全 体 元 素 在 加 法 之 下 构成 一 个 群 ， 

为 方便 起 见 ， 我 们 引进 包含 上 述 和 其 他 一 些 例子 的 群 的 抽象 
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定义 具有 二 元 运算 的 元 素 集 合 G, (i) 运 算 满 足 结合 律 ; (ii) 
有 一 个 满足 同一 律 的 单位 元 素 ; (iii) 对 每 个 元 素 四 有 元 素 or-1( 称 
为 a 的 送 ) 满 足 送 律 , 则 这 个 集合 G 称 为 群 

我 们 可 以 不 提 变 换 , 用 许多 方式 抽象 地 给 出 群 的 定义 , 这 样 定 
义 的 群 常常 称 为 抽象 群 . : 

在 讨论 抽象 群 的 时 候 ， 元 素 用 小 写 拉丁 字母 w 5，c，… 来 表 
示 ， 乘 积 记 号 “ab” 通 常用 来 表示 G 的 两 个 元 素 a 和 5 在 群 的 运算 
之 下 而 得 的 结果 , 但 是 其 他 记号 , 象 “<a 十 8” 和 “aob” 也 同样 适用 ,在 
乘积 记号 中 , 用 “e” 表 示 单 位 元 素 , 定义 群 的 三 个 定律 变 为 

结合 律 a(bc) = 二 (ab)c， 对 一 雪 a, 6b, 6. 

同一 律 ne 二 en 二 9, 对 一 切 a. 

北 律 ，aa- 一 ai 一 e， 对 每 个 a 和 某 个 a i 

其 运算 满足 交换 律 的 群 称 为 交换 群 或 阿 贝 耳 群 ， 利 用 这 个 概 
念 我 们 可 以 把 域 的 定义 简化 如 下 . 

定义 ”集合 忆 满 足下 列 条 件 时 称 为 域 ， 玉 在 两 个 唯一 确定 的 
二 元 运算 一 一 加 法 和 来 法 之 下 是 封 闲 的 , 并 有 

(1 ) 在 加 法 之 下 , 五 是 具有 单位 元 素 堆 的 交换 群 ; 

(11) 在 来 法 之 下 , 五 中 非 零 元素 构 成 交换 群 ; 

(iii) 分 配 律 成 立 : a(b 十 c) =ab 二 cc. / 

为 证 明 这 个 定义 同 $ 2. 1 中 给 出 的 定义 是 等 价 的 , 我 们 注意 ， 
这 里 给 出 的 公设 ,除了 含有 因子 零 的 乘法 结合 律 外 , 包含 前 面 对 域 
所 描述 的 一 切 公设 ， 这 可 以 详细 地 验证 . 

第 一 、 二 章 的 第 一 节 中 的 一 些 结果 现在 将 表现 为 下 面 关于 群 
的 定理 的 推论 . 

定理 3 在 住 意 群 中 , x4 一 b 和 ay=b 有 唯一 解 ， 分 别 为 7X 一 
ba kn! 和 y= 二 Qa 1b. 因此 由 c4 二 Qa 可 推出 c= 二 d, 同样 由 ac 二 a4 可 推 
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出 5 一 Q (消去 律 )， 

证 明 ”如果 a-! 是 在 逆 律 中 确定 的 元 素 ， 显 然 ，(ba ')a= 
b(a-1ia) = 二 be 二 6， 类 似 地 ,a(a 10) =5， 有 反 过 来 ， 由 xa 二 b 可 推出 
rv 二 Xe 二 xaQ-! 一 ba-!, 同样 地 , 由 ay=5b 可 推出 y=a-'b. 

注意 ， 在 这 个 证 明 中 并 没有 假定 a” 是 满足 xa 二 e 的 唯一 的 
元 素 ， 但 wa + 确 是 唯一 的 , 这 是 因为 , 大 x4 王 。, 则 

X=wxe=x(ao !)= (xa)a !=ea !=a |. 
类 似 地 , a-! 是 使 得 ay =e 的 唯一 元 素 . : 

因为 根据 定理 3， 在 任意 群 G 中 方程 ex==e 和 ay 二 e 有 了 唯一 
解 分 别 为 %=e 和 y=a ,因此 我 们 得 到 

推论 群 有 唯一 的 单位 元 素 ， 并 且 对 每 个 元 素 Q 有 唯一 的 
递 C 

定理 4 前 面 所 述 的 群 的 定义 中 ， 同 一 律 和 北 律 可 以 用 较 弱 
的 形式 来 代替. 

左 同 一 律 ”对 所 有 的 元 率 a, 存在 某 元 素 6 满足 ea 二 a. 

左 这 律 对 给 定 的 元 素 ,存在 某 元 素 @ 1 满足 a la 二 e. 

证 明 ”如果 这 些 弱 的 定律 成 立 , 则 左 消去 律 也 成 立 , 即 由 ca= 
co 可 推出 a=5， 因 为 我 们 只 须 用 c-! 左 乘 等 式 ca=cb 的 两 边 ， 
再 用 结合 律 得 到 (c :cya= (cc)D, 这 就 是 ea 二 eb, 故 得 4 二 6. 

给 出 的 这 个 左 单位 元 素 也 是 右 单位 元 素 , 这 是 因为 

a 4e 一 6e 一 6 一 GT 0 
再 根据 左 消去 律 , 因此 对 所 有 的 w 有 we=w， 最 后 , 左 赣 元 素 也 是 
右 逆 元 素 , 因为 由 于 左 单位 元 素 也 是 右 单位 元 素 , 则 有 
aa (aa i)= (a ga)a 一 ea 一 ar 一 QT ee， 
现在 再 用 左 消去 律 , 得 aa =e， 这 就 完成 了 我 们 的 证 明 . 

还 有 很 多 其 他 的 群 公 设 系统 ， 凋 用 的 一 个 是 按照 除法 的 可 能 
性 来 建立 的 , 如 下 所 述 : 

e 了 了 29 。 


定理 5 如 果 G 是 一 个 非 空 集合 ， 在 满足 结合 律 的 来 法 之 下 
是 封闭 的 ,对 于 这 个 集合 所 有 的 方程 XQ 二 8 和 ay= 二 b 在 G 中 有 解 多 
和 9, 那么 G 是 一 个 群 加 

证 明 留 作 习 题 (习题 12). 

除了 对 任意 群 G 把 有 关 乘 法 的 代数 定律 系统 化 以 外 ， 当 G 的 
元 素 有 限时 ， 我 们 还 可 以 用 “乘法 表 ” 的 形式 给 出 G 中 任意 两 个 元 
索 乘 积 的 特殊 构成 法 则 ， 这 个 乘法 表 是 一 些 元 素 的 正方 形 阵 列 ， 
表 的 最 左 一 列 和 最 上 一 行列 出 群 的 所 有 元 素 ， 表 中 对 应 着 最 左 列 
上 的 a 和 最 上 行 的 的 那个 元 素 是 乘积 a5( 按 此 次 序 ). 

为 举例 说 明 , 我 们 在 表 工 中 绘制 了 正方 形 对 称 群 的 磁 法 表 . 这 
个 表 的 计算 可 以 按照 $ 6.1 中 证 明 的 HER=D' 和 RH=D 的 模式 
来 进行 ， 其 他 方法 将 在 $ 6. 6 中 描述 . 

家 1 正方 形 对 称 群 


关于 和 群 的 大 部 分 性 质 可 以 直接 从 表 中 看 到 ， 例 如 ， 单 位 元 素 
的 存在 表明 ， 茶 一 行 和 相应 的 列 一 定 分 别 是 顶头 一 行 和 最 左边 一 
列 的 复制 品 ， 方 程 ay 二 5 可 解 意味 着 a 所 在 的 那 一 行 一 定 包 含 元 
素 2; 因为 解 是 唯一 的 , 所 以 5 在 这 一 行 中 只 能 出 现 一 次 . 一 个 群 是 
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-交换 群 当 且 仅 当 它 的 雏 法 表 关 于 主 对 角 线 ( 即 左 上 角 到 右 下 角 的 
联 线 ) 是 对 称 的 . 遗憾 的 是 , 结合 律 不 容易 从 这 个 表 中 直观 地 看 出 , 
习 题 

1. 设 mw b,c 是 群 的 固定 元 素 , 证 明 方程 zaxzpa=z8c 有 了 唯一 解 ， 
2 证明: 在 22 个 元 素 的 群 中 , 除 单 位 元 素 外 还 存在 一 个 元 素 同 它 的 道 
相等 ， 
3， 全体 正 实数 在 加 法 下 构成 一 个 群 吗 ? 在 乘法 下 构成 群 吗 ? 全 体 偶数 
在 加 法 下 构成 群 吗 ? 全 体育 数 昵 ? 为 什么 ? 
4， 在 模 11 整数 域 Z, 中 , 下列 集合 中 哪些 在 乘法 下 构成 群 : 
(a) (1, 3, 4, 5, 9) ， 
(b) (1, 3, 5, 7, 8), 
(C) (1, 8), 
(d) (1, 10). 
5， 证明: 含有 四 个 元 素 或 少 于 四 个 元 素 的 群 一 定 是 阿 贝 耳 群 。 (提示 : 
ba 是 e, a, b, ab 中 的 一 个 , 显然 的 情形 除外 ,) 
6. 证 明 : 如 有 果 在 一 个 群 中 xz=xw, 则 X=. 
7， 下 列 乘 法 表 描 述 一 个 群 吗 ? 


| 
aolazlsl|: a|alslela 
slalclsl|s s|blolale 
ee ec elazls|s 
dleclalals alalcls|s 


3， 证 明 : $1.2 中 法 则 2,4 和 6 在 和 任意 交换 群 中 都 成 立 . 
9。 下 列 数 集中 哪 一 些 是 群 ? 为 什么 ? 
(a) 所 有 有 理 数 , 在 加 法 运算 之 下 ;在 乘法 运算 之 下 。. 
(pb) 所 有 无 理 数 , 在 乘法 运算 之 下 . 
(c) 所 有 绝对 值 为 1 的 复数 , 在 乘法 运算 之 下 . 
(d) 所 有 绝对 值 为 1 的 复数 , 在 运算 zz = |z|:z 之 下 . 
(e) 所 有 整数 , 在 减法 运算 之 下 . 
e。 了 6 。 


(f) 任意 整 环 的 全 体 单位 (53.6), 在 乘法 运算 之 下 . 
10， 证 明 : 下 列 公设 系统 擅 述 一 个 阿 贝 耳 群 : 
(1 ) 对 一 切 ww bc 有 (ab)c=a(c0); 
(11) 定理 4 的 左 同 一 律 成 立 ; 
(iii) 定理 4 的 左 逆 律 成 并 . 
*11， 证 明 : 如 果 对 群 G 中 所 有 元 素 有 刀 =e, 那么 G 是 交换 群 . 
*12， 证 明定 理 5. (提示 .如果 wz=a, 那么 z 是 右 单位 元 素 , 并 且 任 意 右 
单位 元 素 等 于 左 单位 元 素 .) 
*13. 设 是 一 个 非 空 集合 , 在 乘法 运算 之 下 是 封闭 的 ， 并 且 满 足 ab= ba， 
(pc) 一 (0)c, 由 az 一 03 可 推出 X=y. : 
(a) 证 明 : 者 心 有 限 , 则 总 是 群 . 
(b) 证 明 : 者 入 有 限 或 无 限 , 则 含 可 以 艇 入 一 个 群 中 . 


36.5 同 构 


考虑 实数 整 环 上 的 变换 Zrlog zx， 我 们 知道 , 当 z 在 区 则 0 一 
ZX 到 十 cc 上 增加 时 ,log2z 就 在 区 间 一 <Z 生 十 ce 上 连续 增加 ; 也 
就 是 说 , 这 个 对 应 是 正 实 数 系 和 全 体 实 数 系 之 间 的 一 一 对 应 ( 蓝 变 
换 是 yre’)， 而且 对 所 有 的 xX,y， 有 log (wy) 二 log Y 十 log y， 于 起 
我 们 可 以 用 相应 的 和 的 计算 代替 乘积 的 计算 .事实 上 ， 这 是 对 数 
主要 的 实际 用 途 . 

其 次 , 设 Zs 是 模 3 整数 构成 的 域 (53. 10) 并 设 G 是 等 边 三 角 
形 到 自身 的 刚体 旋转 群 ， 如 果 I， 及 和 R 分 别 表示 转 过 0 ,120 
和 240 的 旋转 ， 那 么 把 整数 同 旋转 联系 起 来 的 对 应 091,16R， 
2R' 是 一 个 把 Zs 中 元 素 的 和 映射 成 G 中 相应 旋转 的 乘积 的 双 
射 ， 例如 , 琅 虑 对 应 

1+2=0(mod3) © RR' 一 了 
2 十 2 三 1(mod3) = RPR=R. 

这 些 都 是 8 1.12 中 所 谈 到 的 “ 同 构 ”一般 概 念 的 例子 . 这 个 概 

念 对 群 来 说 比 对 整 坏 更 简单 也 更 重要 . 
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定义 两 个 群 G 和 G 之 间 的 同 构 指 的 是 它们 元 素 之 问 保持 
群 的 乘法 的 双 射 at*a ， 即 它 满足 ， 若 ae>a 和 beob， 则 abeaD 

例如 ， 在 第 一 个 例子 中 我 们 描述 了 正 实 数 乘法 群 与 实数 加 法 
和 群 之 加 的 同 构 .在 第 二 个 例子 中 ， 我 们 指出 一 个 模 3 整数 加 法 群 
与 正 三 角形 旋转 对 称 群 之 间 的 同 构 , 

类 似 地 ， 上 映射 0Fyl 1F2, 2h4, 3h3 是 模 4 整数 加 法 群 与 模 
5 韭 零 整数 乘法 群 之 间 的 同 构 ， 通 过 比较 模 4 整数 加 法 群 的 加 法 
表 和 模 5 非 零 整数 乘法 群 的 乘法 表 来 验证 这 个 结果 是 方便 的 。 见 
表 2 和 表 3. 


表 2 来 3 
十 10 1 2 3 x | 1 2 4 3 
010 1 2 3 1 11 2 4 3 
111 2 3 0 212 4 3 1 
212 3 0 1 414 3 1 2? 
3|3 0 1 2 313 1 2 14 


依次 我 们 有 ， 模 4 整数 加 世 群 间 构 于 正方 形 旋转 对 称 群 ， 通 
过 比较 表 2 和 表 1(56. 4) 的 旋转 部 分 可 以 验证 , 双 射 061,16， 
20CR', 3BR 是 一 个 同 构 ， : 
同 构 的 概念 很 重要 , 因为 它 使 我 们 认识 到 , 完全 不 同 内 容 的 群 
从 抽 旬 和 群 论 的 观点 看 可 以 看 成 同一 个 群 ， 同 构 的 群 抽象 地 认为 是 
同一 个 群 (它们 的 差别 仅 在 于 它们 元 素 符号 的 不 同 )， 这 个 事实 可 
以 在 很 多 情况 下 看 到 . 
例如 ,根据 定义 ， 两 个 有 限 群 G 和 G 间 构 当 且 仅 当 通过 适当 
的 替换 ， 从 G 的 群 表 可 以 得 出 G 的 群 表 ， 从 § 6.4 的 倒数 第 二 句 
可 以 得 出 , G' 是 阿 贝 耳 群 当 且 仅 当 G 是 阿 贝 耳 群 , 也 就 是 说 , 一 个 
有 限 疝 册 丁 群 的 任何 同 构象 是 阿 贝 耳 群 ， 还 有 , 在 其 他 方面 , 间 构 
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的 性 质 很 象 相等 ， 

定理 6 关系 * 群 G 同 构 于 群 G ”满足 群 之 间 的 自 反 的 、 对 和 补 
的 和 传递 的 关系 . 

证 明 自 反 性 是 显然 的 (每 个 群 通过 恒 等 变换 同 它 自 身 同 构 ). 
对 于 对 称 性 , 设 aeraT 是 G 和 G 之 间 的 任意 同 构 对 应 , 因为 人 了 是 
双 射 , 所 以 了 有 道 元 素 了 552 是 G 到 G 上 的 同 构 ， 最后， 如 本 
T 把 G 辐 构 地 映射 到 G 上 ,而 T 把 G 同 构 地 映射 到 G” 上 , 那 
么 TT 就 是 G 和 G” 之 间 的 同 构 . : 证 毕 

值得 注意 的 是 ， 定 理 6 及 其 证 明 对 于 整 环 之 间 的 同 构 同样 成 
并 ,而 且 对 于 任何 类 型 的 代数 系统 之 间 的 同 构 也 都 成 并 . 

定理 7 在 两 个 群 同 构 之 下 ,它们 的 单位 元 素 相 互 对 应 ,相应 
元 素 的 北 元 素 相 互 对 应 ， 

证 明 ”方程 az=e 的 唯一 解 。 对 应 到 ax=a 的 唯一 解 e', 因 
此 单位 元 素 相 互 对 应 ， 所 以 ，G 中 方程 az=e 的 唯一 解 a ! 对 应 
到 G 中 方程 a x==e 的 唯一 解 a。“!， 这 就 完成 了 证 明 . 

我 们 最 后 证 明 著 名 的 凯 全 (Cayley) 定 理 ， 这 个 定理 可 被 解释 
为 是 证 有 明 变 换 莱 法 有 关公 设 的 完备 性 ，. 

定理 8 任意 抽象 群 G 与 一 个 交换 群 同 构 , 

证 明 ”把 由 G 的 所 有 元 素 组 成 的 “空间 上 的 每 个 变换 内 :7Z-~> 
za 一 2bo 同 G 的 元 素 a 联系 起 来 ， 因 为 由 ego=e 加 可 推出 a= 
ea 三 6 一 D, 所 以 G 的 不 同 元 素 对 应 着 不 同 的 变换 ， 因 为 对 所 有 的 
Z, 有 

($aps) = (rpo) $= (ra) $= (xa)b =r(ad) =rpa, (6) 
所 以 乘积 加 加 三 go， 因而 所 有 ga 的 集合 G 包含 任意 两 个 变换 ， 
就 一 定 包含 它们 的 乘积 .再 有 ， 因 为 对 所 有 的 x 有 %$, 一 xe 二 x， 
所 以 G 包含 单位 元 素 . 我 们 可 以 类 似 地 证 明 , 对 所 有 的 a, (go) 1: 
存在 , 并 在 G 中 ， 实 际 上 它 就 是 go 因此 G 是 一 个 变换 群 ， 根 
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据 (6), 它 与 G 同 构 。 


本 题 
1， 下 列 群 中 , 任意 两 个 群 都 同 构 凤 ? 
(a) 等 边 三 角形 的 对 称 群 ， 
(pb) 正方 形 对 称 群 ， 
(c) 正六 边 形 的 旋转 群 ， 
(d) 模 6 整数 加 法 群 ， 
2.， 与 习题 1 同样 的 问题 . 
(a) 正方 形 的 旋转 群 ， 
(b) 算 形 的 对 称 群 ， 
(c) 菱形 (等 边 平行 四 边 形 ) 和 的 对 称 群 ， 
(d) 模 13 整数 1, 5, 8, 12 的 乘法 群 ， 
(e) 模 12 整数 1, 5,7, 11 的 磁 法 群 . 
3.，(a) 证 明 : “高 斯 整数 ”和 十 ww 一 1(m，ne 多 ) 的 加 法 群 同形 为 2"3” 
(1m, nEZ) 的 有 理 因 子 的 乘法 群 同 构 . 
(b) 给 出 两 个 与 抵 形 网 络 的 变换 群 同 构 的 群 . 
*4。 非 零 实 数 构成 的 乘法 群 与 所 有 实数 构成 的 加 法 群 同 构 玛 ? 
5， 确 定 Z4, 的 加 法 群 与 正方 形 的 旋转 群 之 同 所 有 同 构 . 
6，(a》 列 出 正方 形 对 称 群 与 正方 形 四 个 顶点 1, 2, 3, 4 上 的 变换 群 之 间 
的 同 构 . 
(b) 象 定 理 7 那样 明显 地 指出 ， 两 个 群 中 的 道 元 素 在 这 个 同 构 之 下 
是 如 何 对 应 的 . 
7， 对 正六 边 形 的 旋转 群 , 做 习题 6. 
8， 列 出 与 下 列 每 个 群 同 构 的 变换 群 , 说 明定 理 8. 
(a) 所 有 实数 构成 的 加 法 群 ， 
《b) 所 有 非 零 实数 构成 的 乘法 群 ， 
(Cc) 模 8 整数 加 法 群 . 


36.6 循环 群 z 
在 任意 群 中 ， 元 素 a 的 整数 医 om 可 以 分 别 对 正 指数 、 零 指数 


* 了 63。 


和 负 指数 来 定义 ， 当 m0 时 , 我 们 定义 


a" 二 Qe0 (mm 个 因子 ), a" 二 @， a "= (og 1)™. (7) 
两 个 普通 的 指数 定律 成 立 : : 
a'a’: =a’'+s, (a')’:=a". (8) 


另 一 方面 , 一 般 来 说 , (a5)' 才 a'b' (参见 习题 2). 
如 果 两 个 指数 7 和 s 都 是 正 的 ， 那 么 定律 (8) 可 由 定义 (7) 和 下 
接 推出 DO( 参 见 81. 5). 对 于 (8) 式 的 第 一 个 定律 的 其 他 情形 , 当 
和 s 中 有 一 个 可 能 为 零 时 , (8) 式 立即 得 出 ; 当 7 和 s 两 者 都 可 能 
为 负 的 时 ，(8) 式 可 从 定义 (7) 的 最 后 一 个 公式 直接 推出 ， 剩 下 的 
情形 就 是 一 个 指数 为 负 一 个 指数 为 正 ， 比 如 7 三 一 ma, s=?， 其 中 
Mi0,78 0 这 时 
CC2 = (a i) "a 一 (QQ !) (G0). 
根据 结合 律 我 们 可 以 相继 消去 一 些 a 和 a 的 逆 4 1!， 当 n 之 m 时 ， 
留 下 a" ”而 当 % 二 m 时 , 留 下 某 些 逆 , 即 (g 1)” 或 ao” .这 
两 种 情形 我 们 都 得 到 所 要 求 的 a "a"=a"*™. 
(8) 式 的 第 二 个 定律 可 以 更 简单 地 证 明 ， 如 果 s 为 正 ， 则 由 
《8) 式 的 第 一 个 定律 有 
6707 0 一 0 全 00 
个 因子 
如 果 s 为 负 , 注意 不 管 7 是正 的 , 零 和 负 的 , 都 有 (a’)” ==Q 我们 
可 以 做 类 似 的 展开 ， 如 果 s 为 零 , 则 立即 可 得 结论 ，. 
定义 群 中 元 素 @& 的 阶 是 指使 得 az 一 e 成 立 的 最 小 正 整 数 包 


@ > 个 因子 “a" 后 跟着 s 个 因子 “a”, 共有 7 十 s 个 因子 . 再 有 , 每 组 有 7 个 因子 
“aa",s 组 共有 ys 个 因子 . 
四 31.4 的 良 序 原理 保证 这 个 灾 一 定 存在 。 
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Mm. 如果 找 不 到 & 的 正 次 敌 等 于 e, 则 定义 @ 的 阶 为 无 穷 . 如果 群 G 
包含 某 一 个 元 素 XX,G 的 元 素 都 由 人 的 蹇 组 成 ,那么 称 @ 为 衢 环 群 ; 
这 个 元 素 z 称 为 群 G 的 生成 元 ， 
例如 ， 正 方形 的 所 有 到 自身 的 旋转 构成 的 群 是 由 五 的 四 个 项 
1 有 有 和 BR: 二 了 组 成 ,这 里 证 表示 顺 时 针 旋 转 90 .这 个 群 完全 
等 同 地 可 以 由 民生 成 (BR* 表示 逆 时 针 旋 转 90")， 这 因为 户 = 
(BRB)?，R= (BR) ,了 一 (BB) 同 吾 3 一 起 组 成 这 个 群 . 
定理 9 如 果 元 素 @ 生成 衢 环 群 G， 那 么 4 的 阶 可 以 确定 群 
G ( 往 同 构 意 义 下 )， 事 实 上 ,如果 4 的 阶 是 无 穷 , 那么 G 同 构 于 整 
数 加 法 群 ; 如 果 a 的 阶 是 某 有 限 整 数 m， 那么 G 同 构 于 模 见 整数 加 
证 明 首先 ,a 二 a' 当 且 仅 当 
e=a' (0) i!=a'g =a, (9) 
这 里 用 了 公式 (8)，、 再 看 , 阁 7 半 5, 则 或 7 二 s, 或 8 二 7, 因 此， 如果 
a 的 阶 是 无 穷 , 那么 不 存在 整数 7 二 s 使 得 a' “=e,， 所 以 不 存在 a 
的 两 个 不 同 的 器 是 相等 的 ， 此 外 ， 由 (8) 有 aa'=a'*:， 因此 对 应 
xs 使 群 G 与 整数 加 法 群 同 构 , 这 就 证 明了 定理 的 第 一 个 结论 . 
如 果 a 的 阶 是 有 限 的 ， 那 么 使 得 a' =e 的 整数 上 的 集合 包含 
零 , 由 (8) 可 知 这 个 集合 还 包含 它 的 任意 两 个 元 素 的 和 与 差 . 因此 ， 
根据 $ 1.7 定理 6,0a' 二 e 当 且 仅 当 了 寺 是 a 的 阶 % 的 倍数 ,所 以 根据 
公式 (9), a' 二 a' 当 且 仅 当 %| (7 一 8); 也 就 是 说 ,a'==a* 当 且 仅 当 
r 三 Ss (mod n). 最 后 ， 再 由 (8), 有 ore 一 ao， 所 以 对 应 wpr 是 G 
到 模 % 整数 加 法 群 的 同 构 . 证 续 
定理 9 的 一 个 推论 是 , 任意 循环 群 G 的 元 素 个 数 ( 称 为 群 G 的 
阶 ) 等 于 G 的 任意 一 个 生成 元 的 阶 , 任意 两 个 同 阶 循环 群 同 构 . 
正方 形 对 称 群 不 是 循环 群 ， 不 过 它 是 由 两 个 元 素 且 和 卫生 成 
的 ; 事实 上 , 表 1(36.4) 指 出 
。767 。 


R'=I, R=BR, R=R', R=PR"; 
H=H, HR=D, HR:=V, HR=D. 
于 是 这 个 群 的 全 体 元 素 都 可 唯一 地 表示 成 五 'Ri， 其 中 j==0,1， 
j 二 0, 1 2, 3， 此 外 , BR 和 瑟 还 满足 | 
R=J1, 万 :一 了 RE = HR. 
这 些 等 式 称 为 “定义 关系 "， 因 为 这 些 关系 可 以 使 任意 两 个 元 素 的 
乘积 HiRi(i=0,1) 化 成 同样 的 形式 ， 例 如 
DV=HRHR:=~ HHRR=ITR=R, 
类 似 的 计算 将 给 出 正方 形 对 称 群 的 整个 乘法 表 ( 表 1 ). 


当 题 
1]， 利 用 定义 al = wa" :一 ana, 对 正 指 数 用 归纳 法 来 证 明 公 式 (8). 
2. 证 明 : 如 果 对 @G 中 一 切 a, 5, 及 一 切 正 整 数 %, 有 (45)*=a"b", 那么 G 
是 交换 群 ,反之 亦 真 . 
3，6 阶 人 循环 群 有 儿 个 不 同 的 生成 元 ? 
4， 证明 : 如 果 6 元素 的 交换 群 包含 一 个 3 阶 元 迪 ， 那 么 这 个 群 是 循 
环 群 . 
5，(a) 模 7 整数 1,2,…, 6 组 成 的 乘法 群 是 循环 群 四 ? 
(b) 模 8 整数 1, 3, 5,7 组 成 的 乘法 群 是 循环 群 吗 ? 
(ce) 模 9 末 数 1, 2, 4, 5,7,8 组 成 的 乘法 群 是 循环 群 吗 ? 
6， 设 循环 群 G 是 由 公 阶 元 素 a 生成 , 证 明 ，a?* 生成 G 当 且 仅 当 到 与 织 


7， 在 习题 6 的 假定 之 下 , 求 G 的 任意 元 素 a: 的 阶 . 

8， 求 正方 形 对 称 群 中 每 个 元 素 的 阶 . 

9， 给 出 满足 定义 关系 民 二 于 二 e，YY=9% 的 两 个 元 素 % 和 yy 生成 群 G 
所 有 元 素 和 乘法 表 . 

10. 二 面体 群 D, 是 正 % 边 形 的 所 有 对 称 构成 的 群 ( 当 %= 4 时 ，D, 就 是 
正方 形 对 称 群 )， 证 明 : D， 包含 2 个 元 素 , 并 由 两 个 元 素 玉 和 吾 生 成 , 这 里 
尽 和 媚 满 足下 2 一 了 万 2 一 了 RH=HR" I. 

*l11， 分 别 找 出 下 面 三 个 无 限 图 案 的 对 称 群 的 生成 元 和 定义 关系 。 三 个 群 
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中 任 站 两 个 同 构 吗 ? 
想象 图 形 沿 两 个 方向 无 限 延 伸 下 法 ， 
ee A MV Vv 


"12， 对 $6.3 中 的 习题 1, 2,4 和 5 进行 与 上 题 类 似 的 讨论 ， 


$6.7 子 群 


很 多 群 都 包含 在 较 大 的 群 之 中 ， 例 如 ， 正 方形 的 旋转 群 是 正 
方形 对 称 群 的 一 部 分 ， 再 有 ， 根 据 对 称 性 诱导 出 的 正方 形 顶 点 的 
八 个 置换 构成 的 群 , 是 这 些 顶 点 的 所 有 4! =24 个 置换 组 成 的 置换 
群 的 一 部 分 ， 侦 数 加 法 群 是 整数 加 法 群 的 一 部 分 . 

这 些 例子 提出 子 群 的 概念 ， 群 G 的 一 个 子 集 5S， 如 果 关 于 G 
的 二 元 运算 (乘法 )S 本 身 也 是 一 个 群 , 那么 称 仿 为 的 子 群 . 

在 任意 群 @G 中 ， 仅 由 单位 元 素 e 组 成 的 集合 是 一 个 子 群 。 整 
个 群 G 也 是 它 自己 的 一 个 子 群 ，G 中 不 是 平凡 (“ 伪 ) 子 群 e 和 G 
的 子 群 称 为 真子 群 . 

定理 10 群 G 的 非 空子 集 启 是 子 群 当 且 仅 当 (由 Qa 和 bb 在 
S 中 推出 ab 在 S 中 ; (ii 由 Ca 在 8 中 推出 ar1 在 人 中 . 

证 明 在 这 些 假设 之 下 ， 显 然 S 是 一 个 子 群 :结合 律 是 显然 
的 ; 因为 至 少 有 一 个 元 素 4 在 5 中 ,所 以 G 的 单位 元 过 e==aa 在 
S 中 ; 群 的 其 他 公设 已 被 假定 ， 反 过 来 , 我 们 必须 证 明 在 任 一 子 群 
中 (人 和 (ii 成 立 ，G 的 任意 子 群 的 单位 元 素 Z=e 满足 zz=2, 因 
此 它 是 G 的 单位 元 素 (8 6. 4 习题 6)， 由 此 可 以 推出 ， 因 为 对 任何 
元 素 w G 有 且 仅 有 一 个 闭 元 素 ， 所 以 在 子 妊 中 任何 元 素 4 的 逆 元 
” 素 与 它 作 为 G 中 元 素 的 逆 元 素 是 同一 个 元 素 ， 故 (ii) 成 立 ， 条 件 
() 是 显然 的 . 

对 于 有 限 阶 (m) 元 素 a, 显然 有 a”!'4=a"==e， 因 此 a 
二 a™! 于 是 我 们 有 下 面 简 化 的 条 件 . 
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定理 11 有 限 群 G 的 非 空 子 集 护 是 群 G 的 子 群 当 且 仅 当 避 中 
任意 两 个 元 素 的 乘积 仍 在 局 中 . 

在 已 知 的 非 阿 贝 耳 群 G 的 所 有 子 群 中 间 ， 最 重要 的 一 个 子 群 
站 CG 的 中 心 ， 它 定义 为 ， 对 一 切 zcG 满足 关系 ar =za 的 所 有 元 
素 a€G 的 集合 ， 我 们 留 给 读者 验证 ， 实 际 上 , 群 的 中 心 总 是 G 的 
子 群 . 

确定 一 个 特定 群 G 的 全 部 子 群 ， 一 般 来 说 是 很 困难 的 ， 在 G 
是 循环 群 的 情况 下 , 我 们 现在 来 确定 它 的 全 部 子 群 . 

定理 12 和 柱 环 群 G 的 任何 子 群 是 循环 群 . 

证 明 设 G 由 元 素 a 的 医 组 成 ， 如 果 o 和 4 在 3 中 , 则 由 定 
理 10,a'*! 二 qrg! 和 a 二 ar(a')-! 都 在 8 中， 因此 ,使 a: 在 S 中 
的 整数 s 组 成 的 集合 在 加 法 和 减法 之 下 是 封闭 的 , 所 以 中 这 个 集合 
由 某 一 个 最 小 正 指 数 7 的 所 有 倍数 组 成 (§ 1.7 定理 6)， 因而 A 
由 所 有 须 a” "= (a')" 组 成 , 因此 硬是 以 a' 为 生成 元 的 循环 群 . 

在 G 为 无 限 的 情况 下 , 每 个 7 盖 0 确定 不 同 的 子 群 。 如 果 G 有 
n 个 元 素 , 那么 , 因为 a"==e 一 定 在 3 中， 所 以 只 有 那些 ”的 因子 
1 一 0 才能 用 这 种 方法 确定 出 G 的 子 群 ， 而 这 些 子 群 全 不 相同 . 

为 得 到 进一步 研究 子 群 的 材料 ， 我 们 现在 列 出 正方 形 对 称 群 
的 全 部 子 群 。 通 过 验证 §6.1 给 出 的 这 个 群 运 算 的 定义 ， 我 们 找 
到 了 全 部 真子 群 , 每 个 子 群 保持 下 列 八 种 构 形 中 的 一 种 不 变性 : 


一 对 角 线 一 轴 一 面 
[1, D, D', R'] [1, H,V, BR'] [1, R, R', R"] 
一 轴 和 一 对 角 线 顶 后 1( 或 3) 顶 后 2( 或 4) 
[1, BR’] [I,D] [I, D") 
一 垂直 边 一 水 平 边 
[1, H] [I,V] 


由 当 集 合 S 仅 由 零 组 成 时 , 取 = 0, 这 个 结论 还 成 立 ， 
e。 1/0。. 


这 里 保持 面 不 变 的 变换 , 我 们 理解 为 正方 形 没 有 翻转 的 那些 变换 . 
所 有 这 些 子 群 可 以 在 一 个 表 上 按 它们 相互 之 间 的 关系 表示 出 来 ， 
其 中 每 个 群 用 向 下 的 线 或 一 串 线 同 它 的 所 有 子 群 连接 起 来 ， 如 图 
3 所 示 . / 
i 
[17,D,D',R'] [17,R,R',R'"] [1,H,V,R'] 
-DT AT DT 1 -一 一 en 
图 3 


不 用 几何 方法 我 们 也 可 以 找 出 所 有 这 些 子 群 。 事 实 上 ， 把 群 
的 元 素 看 作 纯 抽象 的 元 素 ， 可 以 最 有 效 地 确定 一 个 特定 有 限 和 群 G 
的 全 部 子 群 , 如 下 所 述 . 

首先 注意 , 如 果 G 的 子 群 镶 包 含 元 素 则 仿 也 包含 由 4 的 所 
有 震 组 成 的 循环 子 群 4o (证明 它 是 子 群 1)， 在 上 述 例子 中 , 这 个 
方法 给 出 列 出 的 除 前 两 个 子 群 以 外 的 所 有 子 群 . 其 次 注意 , 任何 子 
群 不 仅 包含 两 个 循环 子 群 {a} 和 {5}， 而 且 必 包含 a 和 已 的 寡 的 所 
有 乘积 (例如 op-sa) 所 组 成 的 集合 {a，5}，( 用 定理 11 证 明 这 个 
集合 构成 一 个 子 群 !1) 在 上 述 例子 中 , 这 种 方法 给 出 了 剩 下 的 子 群 . 
(在 $6.8 我们 将 看 到 ， 为 什么 这 些 子 群 都 是 含有 2 个 或 4 个 元 
素 . ) 一 般 来 说 ， 我 们 还 可 以 进一步 对 由 三 个 或 更 多 的 元 素 生 成 的 
子 群 {a, 5, c 进行 检验 , 但 是 这 时 和 群 中 元 素 的 个 数 应 至 少 是 四 个 不 
同 素数 之 积 , 否则 决 不 会 发 生 这 种 情况 , 

两 个 子 群 (实际 上 也 可 以 是 任意 两 个 集合 ! ) 丸和 了 的 交心 [7 
是 由 既 属 于 又 属于 人 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 . 

定理 18 群 G 中 两 个 子 群 S 和 人 也 的 交 [人 是 G 的 子 群 . 

证 明 根据 定理 10,a 在 SNT 中 意味 着 4 在 5S 中， 因此 aT! 
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任 心 中 ;同样 可 推出 ac 在 外 中 ,所 以 7! 在 SN7T 中 ， 类 似 地 ，a 
和 5 都 在 SNf7T 中 意味 着 ab 既 在 S 中 又 在 TT 中 ,所 以 ob 在 SI 了 7 
中 .因此 根据 定理 10, SNT 是 一 个 子 群 ， 还 有 , ST 包含 e， 所 
以 fi 了 TD 是 非 空 的 . 证 毕 

显然 , S 站 T 是 包含 在 S 和 了 工 中 的 最 大 子 凿 .对 侦 地 ， 存 在 包 
含 人 和 了 的 最 小 子 群 。 它 由 偏 和 了 中 元 素 的 正 迪 和 负 笑 的 所 有 乘 
积 组 成 , 称 它 为 8 和 了 的 并 ， 记 作 SUT、， 在 第 十 一 章 中 我 们 将 再 
讨论 这 些 概念 . 


坷 题 
1， 在 正六 边 形 对 称 群 中 , 保持 对 角 线 不 变 的 子 群 是 什么 ? 
2、 证 明 : 如 果 卫 是 8 的 子 群 , S 又 是 G 的 子 群 ,那么 T 是 G 的 子 群 
3， 在 四 个 数字 1, 2, 3, 4 的 置换 群 中 (置换 记 作 $), 找 出 下 列子 车 : 
(a) 所 有 把 集合 也, 分 变 为 11, 2} 的 置换 $; 
(b) 所 有 适合 “对 集 含 1{L，2，3， 分 中 任意 两 个 数字 a，5， 由 4 三 b 
(mod 2) 可 推出 og 三 54 (mod 2)" 的 置换 小 
4， 证 明 : 当 G 是 无 限 的 , 但 G 的 所 有 元 素 有 有 限 阶 , 定理 11 仍然 成 立 . 
说 明 Z,[z] 的 加 法 群 就 是 这 样 一 个 群 . 
5， 列 出 下 列 各 群 的 所 有 子 群 : 
(a) 模 12 整数 加 法 和 群 ; 
(b) 正 五 边 形 对 称 群 ; 
《c) 正六 边 形 对 称 群 ; 
* (d) 四 个 字母 的 置换 群 . 

*6， 设 acva' 是 两 个 置换 群 G 和 G' 之 间 的 同 构 , 又 设 8 是 G 中 保留 一 个 
字母 固定 的 那些 置换 组 成 的 集合 ，G' 中 与 所 有 acS 对 应 的 那些 元 素 组 成 的 
集合 8S'， 一 定 是 G' 的 子 群 吗 y 集合 8' 一 定 保留 一 个 字母 固定 码 ? 说 明 
一 下 . . 

7， 证 明 : 任意 群 G 的 中 心 是 C 的 子 群 . 
8， 找 出 下 列 各 群 的 中 心 : 

(a) 正方 形 对 称 群 
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(b) 等 边 三 角形 对 称 群 . 
*9， 找 出 正 % 边 形 对 称 群 的 中 心 . 
“10.， 证 明 : 任意 交换 群 G 中 的 全 体 有 限 阶 元 素 构 成 G 的 一 个 子 群 . 


$ 6.8 拉 格 朗 日 定理 

我 们 现在 来 讨论 抽象 群 理论 中 一 个 具有 重要 音义 的 概念 : 群 
G 的 任意 子 群 S 分 解 G 成 陪 集 . 

定义 和 群 或 子 群 的 阶 指 的 是 它 的 元 素 个 数 ， 设 局 是 群 G 的 一 
个 子 群 ,a 是 @G 中 一 个 固定 元 素 ， 则 六 的 所 有 元 素 8 用 C 右 ( 左 ) 乘 
的 右 〈《 左 ) 倍 数 SQ(GS8) 所 组 成 的 集合 Sa(aS) 称 为 @ 的 子 群 信 在 @ 
中 的 一 个 右 〈《 左 ) 陪 集 ， 心 的 不 同 右 隆 集 的 个 数 称 为 子 群 人 在 G 中 
的 “指数 ">， 

因为 Se=S, 所 以 SS 是 它 本 身 的 一 个 右 陪 集 ， 此 外 我 们 有 

引 理 1 如 果 人 局 是 有 限 的 , 则 有 的 每 个 右 隆 集 Sa 中 元 素 的 个 
数 同 心 的 元 素 一 样 多 . 

这 是 因为 , 变换 sh 一 > sa 是 双 射 : 右 陪 集 Sa 的 每 个 元 素 i 一 
84 古 心 的 元 素 $= 二 ta 的 象 , 这 个 元 素 是 唯一 的 ， (参见 定理 8. ) 

引 理 2 6S 的 两 个 右 陪 和 集 Sa 和 35， 或 者 相等 , 或 者 没有 公共 

这 是 因为 , 假定 Sa 和 Sb 有 一 个 公共 元 素 6c 二 8'gq=s"b(s', s" 
在 仿 中 )， 那 么 55 包含 Sa 的 每 个 元 素 sa 二 ss “18 一 88 1182 一 
(8s“s")b， 类 似 地 , Sa 包含 Sb 的 每 个 元 素 . 所 以 Sa= Sb. 

举例 说 明 这 些 引 1 理 是 容易 的 例如, 如 果 CG 是 正方 形 对 称 群 ， 
财 子 群 尺 = [7, 如 J] 有 四 个 右 陪 集 : : 

[五 上 = 已 | 

[I, HIRB=[R, HR]=[BR,D'"), 

[I, HIR=[R, HR |=[R,V], 
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[I, HIR =[R", HR |=:[R',D|. 

每 个 陪 集 有 两 个 元 素 ， 并 且 对 称 群 中 的 每 个 元 素 都 落 入 这 四 个 右 
陪 集中 的 一 个 . 

再 有 , 如 果 G 是 整数 加 法 群 , 则 由 5 的 倍数 土 5n 组 成 的 子 群 ， 
它 的 所 有 右 陪 集 就 是 借 5 的 不 同 剩余 类 . 最 后 , 设 G 是 数字 1,2,…， 
6 的 所 有 置换 组 成 的 对 称 群 ， 而 5 是 保持 数字 1 固定 的 置换 组 
成 的 子 群 ， 那 么 由 16 = 可 推出 ， 对 所 有 的 ES， 有 1(w%4$) = 
(1y)9= 二 19 =k.， 因 此 陪 集 S$ 只 包含 51 个 把 1 变 为 的 置换 ( 根 
据 5| 理 1， 这 是 89 的 全 部 元 素 )， 所 以 4 的 右 陪 集 是 G 中 分 别 使 
1jhl, 1h2, ,1h6 的 子 集合 . 

从 上 述 这 些 引 理 我 们 得 到 一 个 经 典 的 结果 ， 这 个 结果 对 有 限 
群 的 理论 来 说 是 基本 的 和 重要 的 , 因为 任意 右 陪 集 Sa 总 包含 a= 
eg， 所 以 任意 和 群 G 的 每 个 元 烤 都 包含 在 某 一 个 右 陪 集中 ， 因 此 G 
可 用 心 分 解 成 一 些 不 重 揭 的 子 集合 ， 每 个 子 集合 的 元 素 恰恰 同性 
的 元 素 一 样 多 ， 如 果 @G 是 有 限 的 由 , 这 个 结论 就 是 

定理 14 ( 拉 格 朗 日 ) 有 限 群 G 的 阶 是 它 的 每 个 子 群 的 阶 的 售 
数 ， 

G 的 每 个 元 素 a 生成 一 个 循环 子 群 , 它 的 阶 就 是 4 的 阶 (定理 
9 的 推论 )， 因 此 我 们 有 

推论 工 有 限 群 G 的 每 个 元 率 的 阶 都 是 G 的 阶 的 因子 . 

推论 2 具有 素数 阶 了 的 群 是 衢 环 群 . 

这 是 因为 , 在 有 限 群 中 ， 由 任意 元 素 a 才 e 生成 的 循环 子 群 4 
的 阶 % 一 1 可 整除 p， 而 这 就 意味 着 % 一 Pp， 因 此 G4 是 循环 群 . 

更 一 般 地 ， 拉 格 明日 定理 可 以 用 来 确定 (精确 到 同 构 ) 所 有 任 
意 低 阶 的 抽象 群 。 例 如 ， 四 群 是 定义 为 由 四 个 可 交换 元 素 ; e 


山 推广 到 无 限 的 情况 , 可 从 第 十 二 章 的 讨论 中 立即 得 到 , 但 这 并 不 重要 ， 
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(单位 元 素 ) 和 a,5,c==ab 组 成 的 群 ， 后 面 三 个 元 素 的 阶 都 是 2. 
6. 9 中 我 们 将 证 明 这 个 群 与 挑 形 对 称 群 同 构 ， 我 们 现在 证 明 

推论 3 四 阶 抽象 群 只 有 四 阶 符 环 群 和 四 群 两 种 . 

换 句 话说 , 每 个 四 阶 群 或 者 同 构 于 四 阶 循 环 群 , 或 者 同 构 于 四 
群 . 
证 明 ” 当 四 阶 群 包含 一 个 四 阶 元 素 时 ， 这 个 群 是 循环 群 ， 否 
则 , 由 推论 1 知 ,，G 的 元 素 除 e 外 ， 它 们 的 阶 一 定 都 是 2， 记 它们 
为  D, .根据 消去 律 , ab 不 可 能 是 ae 二 a,eb=b 或 aa 二 e， 因 此 
ap 一 C， 类 似 地 , pa= cac=ca=Dp，pc=cp=w 而 这 些 等 式 连 同 
Qo 一 六 0 一 e， 和 对 一 切 2Z， 有 ex 二 xe 二 x 一 起 给 出 四 群 的 乘法 
表 ， | 
拉 格 明日 定理 也 可 以 应 用 到 数论 中 . 
推论 4( 费 马 ) 如 果 @a 是 整数 ,PD 是 素数 , 那么 a?7 二 a(modp)， 
证 明 模 p 整 数 ( 零 除 外 ) 乘法 群 有 2 一 1 个 元 素 . 那么 根据 
推论 1 这 个 群 的 任意 元 系 a 的 阶 是 2 一 1 的 因子 ， 所 以 对 任何 元 
素 4 圭 0(modp) 有 ar 三 1(modp)， 如 果 我 们 用 & 乘 同 余 式 两 边 ， 
我 们 束 得 到 所 要 求 的 同 余 式 ， 对 于 4 三 0 (mod 7p) 的 情况 ， 结 论 显 
然 正 确 . 


局 题 
1， 对 p=7, 和 4a=2,3.6 验证 费 马 定理 . 
2，(a) 列 出 26 阶 二 面体 群 (4 .6.6 习题 10) 的 全 部 子 群 ， 共 有 多 少子 


(b) 推广 你 的 结 采 . 
3， 证 明 : 有 限 群 的 任意 子 群 的 右 陪 集 的 个 数 等 于 它 的 左 陪 集 的 个 数 . 
(提示 : 利用 对 应 ww!.) 
4， 确 定 正方 形 对 称 群 的 子 群 [1, DD] 的 陪 集 . 
5， 设 8 是 洛 G 的 任意 子 群 ， 又 设 SaS 表示 由 所 有 磁 积 sds'(s 8 在 8 
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中 ) 组 成 的 集合 ， 证 明 : 对 任意 a，bEG, 或 者 8aS1 S65S 是 空 集 , 或 者 SaS 
一 SDS. 
6。， 对 任意 子 群 5, 设 x 三 yg (mod 5S) 是 指 xy71&S. : 
(a) 证 明 : 这 个 关系 满足 自 反 律 、 对称 律 和 传递 律 . 并 证 明 : zx 三 y 
(mod 5) 当 且 仪 当 x 和 2# 在 3 的 同一 个 右 陪 集中 . 
(b) 证 明 : 由 zx 三 y(mod S) 可 推出 , 对 一 切 a 有 xa 三 ya(mod5). 
7. 设 G 是 正六 边 形 对 称 群 ， 仿 是 保持 一 个 项 点 固定 的 子 群 ， 求 出 念 的 
布 陪 集 和 堪 陪 集 ， 
8. 证 明 : pm 阶 群 (这 里 了 为 素数 ) 一 定 包含 一 个 了 阶 子 群 . 
9，(a) 设 G 是 蚊 上 所 有 变换 xzr*az 十 8( 其 中 6 基 0 和 5 为 实数 ) 构 成 的 
和 群 ， 而 仿 是 4=1 的 所 有 这 样 的 变换 构成 的 子 群 。 描 述 态 在 G 中 的 右 陪 集 和 
左 陪 集 . 
(b) 又 设 了 是 5=0 的 所 有 这 样 的 变换 构成 的 子 群 , 描述 ?在 G 中 的 
右 陪 集 和 左 陪 集 ， 
*10。 (a) 证 明 : 在 任意 交换 环 羽 中 , 所 有 单位 (具有 乘法 逆 元 素 的 那些 元 
素 ) 构成 一 个 群 G. 
(b) 证 明 : 如 果 且 =Z,， 那 么 G 是 由 所 有 与 % 扎 素 的 正 整 数 k 二 有 
组 成 . 
(c) 在 五 =2Z， 的 情况 下 ，G 的 阶 记 作 4$(n)， 并 称 为 欧 拉 函 数 ， 证 
明 : 当 n= 7 为 娄 数 时 , $ (7p) = 二 Pp 一 1， 计 算 $(12),$(16), (30). 
(d) 用 拉 格 朗 日 定理 证 明 : 如 果 (%, 1) =1 那么 kW 三 1 (modn). 
“11. 证 明 : 如 果 仿 和 ?分 别 是 群 @G 的 s 阶 和 上 阶 子 群 , 并 且 SNT 和 
SUT 的 阶 分 别 为 4 和 vb, 那么 st1 筷 wv. 
*12。 证明: 6 阶 抽象 群 只 有 6 阶 循环 群 和 三 字母 的 对 称 群 
*]3， 设 2 十 1 是 素数 p. 
(a) 证 明 : 模 p 整数 乘 法 群 中 ,2 的 阶 是 27. 
(b) 利用 费 马 定理 推 证 : 2 可 整除 p 一 1=2*. 
(c) 导出 结论 于 是 2 的 者 . 


36.9 重 换 群 
置换 是 有 限 集合 到 自身 的 一 一 变换 ， 例 如， 由 1 2, 3, 4, 5 五 
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个 数字 可 以 组 成 一 个 集合 ， 一 个 置换 可 以 是 变换 从 


1$=2, 2$6=3, 36=4, 46=5, 5$=1. (10) 
另 一 个 置换 可 以 是 变换 乡 : 
16'—=2, 26'=3, 36'=1, 46'=5, 5¢6'=4. (11) 


读者 会 发 现 , 计算 出 $4' 和 4'9, 并 注意 $8' 二 6 是 有 益 的 . 

一 个 置换 , 象 上 面 定义 的 置换 4 那样 , 如 果 它 给 出 置换 符号 的 
一 个 循环 排列 (图 4)， 那 么 这 个 置换 称 为 5 
衢 环 置换 或 称 为 循环 . 为 表示 循环 置换 , 有 / AN 
一 个 含蓄 的 记号 一 一 仅仅 把 字母 写 到 括号 1 
里 边 , 首先 写 出 所 包含 的 任何 一 个 字母 , 然 \ 
后 写 出 它 变换 后 的 字母 , …, 最 后 写 出 能 变 


S 2 
换 成 原来 第 一 个 字母 的 那个 字母， 例如， 一 
(10) 式 表示 的 置换 4 可 以 写成 下 列 等 价 形 图 4 


式 中 的 任何 一 个 : 
(12345), (23451), (34512), (45123), (51234). 
定理 15 1 个 符号 的 衢 环 置换 的 阶 是 7 
证 明 循环 置换 ?= (41Q2…ax) 把 oa 变 成 ai+l. 因此 和 祈 的 效 
果 相 当 于 ? 作用 两 次 , 把 每 个 a; 变 成 a;+2， 一 般 地 , y* 把 a; 变 成 
ai 这 里 所 有 下 标 都 按 模 ww 化 简 了 .。y* 为 单位 元 素 了 当 且 仅 当 
Gi+t 等 于 wa， 即 当 且 仅 当 &= 一 0(mod nn)。 因 为 使 得 yp = 了 的 最 小 
整数 大 是 2 本身 ,所 以 ? 的 阶 是 %( 见 86.6 中 的 定义 )， 这 时 我 
们 说 循环 ? 的 长 度 是 %. 
循环 置换 的 记号 可 以 推广 到 任意 置换 的 情形 ， 例 如 ，(1D) 式 
中 表示 的 置换 加， 把 数字 1, 2 和 3 循环 排列 ， 并 且 把 4 和 5 和 傅 环 
排列 ， 于 是 入 是 这 两 个 循环 的 积 
(123) (45) = (45) (123). 
这 个 乘积 可 以 按 两 种 次 序 写 ， 是 因为 由 (1, 2, 3) 置换 过 的 符号 在 
es J77 


(4, 5) 作 用 下 保持 不 变 ， 这 表示 按 两 种 次 序 相 继 使 用 这 两 个 置换 ， 
其 结果 一 样 . 

定理 i136 任意 置换 由 可 写成 几 个 衢 环 的 素 积 ， 这 些 衢 环 分 别 
作用 在 不 相交 出 的 符号 集 上 (更 简洁 些 说 , 任意 置换 几 可 写成 几 个 
不 相交 的 往 环 之 积 ). : 

证 明 选择 任 总 一 个 符号 记 作 o ,再 用 az 表示 0 办 用 as 下 
示 0g 鸭 … 用 表示 Qn-1$, 直到 ap 二 a; 是 前 面 某 一 个 已 经 命名 
了 的 元 素 、 因为 任意 ai (一 蕊 前 面 一 个 元 素 是 ai， 所 以 fg 一 
定 是 a!， 于 是 4 作用 到 字母 ai, oz， ,ar 上 的 结果 是 循环 (glia2… 
Gx)， 此 外 ,循环 (Qi162…an) 当 它 包 含 任意 字母 a; 时 就 一 定 包含 前 
一 个 字母 ai-b 因此 5 还 要 置换 这 个 字母 外 剩 下 来 的 字母 .现在 
对 从 号 的 个 数 用 归纳 法 束 可 推出 定理 的 结论 ， 特 别 ，m 个 字母 的 
忆 人 等 置换 可 表示 成 个 循环 之 积 , 每 个 循环 的 长 度 为 1. 

有 反之， 显然 任意 不 相交 循环 之 积 是 一 个 置换 ， 此 外 我 们 可 以 
证 明 

定理 17 任意 置换 由 的 阶 等 于 的 不 相交 社 环 之 长 度 的 最 


证 明 把 置换 4 写成 不 相交 循环 yy1,…, ;的 乘积 才 = yi… 
y+， 如果 i 于 J, 则 ;和 yj 是 不 相交 的 ; 因此 wy; 二 Vjy i 并且 因 
了 于 pi 可 以 在 上 $B 和 它 的 罕 中 重新 排列 , 从 而 对 所 有 整数 %， 得 到 内 
三 pI…p?， 所 以 "= 了 当 且 仪 当 每 个 y? 是 恒 等 置换 .而 根据 定 
理 15, 由 此 可 推出 ，8”== 了 当 且 仪 当 % 是 yy 1,…, pr 的 长 度 的 公信 
数 , 由 此 立即 得 到 定理 17 的 结论 ， 

根据 § 6.5 的 定理 8， 每 个 有 限 群 同 构 于 一 个 或 多 个 置换 群 . 
特别 , 这 对 于 由 几何 图 形 的 对 称 构 成 的 有 限 群 是 正确 的 , 我 们 现在 


WD 两 个 集合 不 相交 是 指 它们 没有 公共 元 素 . 
* 了 TI78 。 


用 两 个 例子 来 说 明 这 一 反 . 1 2 
考虑 和 矩形 对 称 群 (图 5 )， 在 这 个 群 中 ， 由 


下 列 四 个 置换 | 
I=(1)(2)(3)(4),， R=(14)(23), 3 1 
H= (13) (24)， V= (12) (34) 图 5 


来 变换 它 的 顶点 ， 这 个 群 被 称 为 四 群 ， 根 据 定理 8， 它 同 构 于 置 
换 群 

$1= (1) (BR) (V) (DH), br= (IR) (CHV), 

$a= (TH) (RV), $y = (IV) (RH). 

类 似 地 ， 正 方形 对 称 群 (§ 6. 1) 可 以 表示 为 四 个 顶点 的 置换 
群 ， 利 用 定理 8, 我 们 也 可 以 把 它 表示 为 八 个 符号 的 置换 群 , 其 中 
每 个 符号 代表 正方 形 对称 群 的 一 个 元 素 ， 例 如 ， 其 中 符号 有 对 应 
于 一 个 置换 ， 这 个 置换 的 效果 是 这 八 个 符号 用 忆 右 乘 后 所 得 到 的 
元 素 ， 我 们 从 正方 形 对 称 群 表 ( 表 1〉 中 以 有 为 首 的 那 一 列 看 出 ， 
这 个 置换 就 是 (IRR'R'") (EDTD)， 类 似 地 ， 符 号 吾 对 应 于 置换 
(IH) (RD) (R'V) (CR D'"). 

相同 长 度 的 两 个 循环 有 着 密切 的 关系 . 例如 , 如 果 ?= (1234) 
和 y'=(2143)， 那 么 我 们 可 以 计算 出 y=$!y$， 其 中 $= 
(12) (34) 是 一 个 置换 ， 它 把 人 循环? 中 每 个 数字 变换 成 ” 中 相应 
的 数字 ， 这 是 下 面 结果 的 特殊 情形 . 

定理 1 设 风 和 ?是 饮 个 字母 的 置换 ， 其 中 ?是 御 环 置换 ? 
一 (Gil…am)， 并 用 y' 二 (Q1$…am) 表示 另 一 个 循环 , 它 是 用 表示 
式 中 每 个 6; 在 办 作用 下 所 成 的 象 Qi 由 来 代替 Qi 而 得 到 的 ， 那么 
押 - 7 办 一 也， 

证 明 乘积 $-!1y$ 把 每 个 字母 a1$ 先 映 成 eigg-!:=ai, 再 上 映 
成 gaiy 二 ai41, 最 后 映 成 gg， 因此 8-!1y4 作用 到 a6 上 的 效果 
与 六 作用 到 a:$ 上 的 效果 相同 ( 记 own 二 01)， 类 似 地 , 我 们 计算 
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出 , $y$ 和 都 把 任意 不 是 形 为 a;9 的 字母 5 变 为 自身 ， 因 此 
$9 v9 二 y ,如 断言 所 述 . / 
推论 ”对 任意 两 个 置换 办 和 切 如 果 细 写成 循环 之 积 功 一 
yy;, 那么 我 们 有 
的 -功用 一 了 
式 中 1 是 从 ;得 到 的 , 如 定理 18 所 述 , 
习 题 
1。 把 下 列 置换 上 表示 成 不 相交 循环 之 积 : 
(a) 16=4, 26=6, 39=5, 46=1, 5$=3, 66=2; 
(b) 16=5, 26=3, 36=2, 46=6, 5$=4, 66=1; 
(c) 16=3, 26=5, 36=6, 46=4, 5$=1, 6$=2. 
求 出 每 个 置换 的 阶 . 
2， 把 下 列 乘 积 表示 成 不 相克 循环 之 积 : 
(1234) (567) (261) (47), 
(12345) (67) (1357) (163), 
(14) (123) (45) (14). 
求 出 每 个 乘积 的 阶 . 
3. 求 置换 (abcde 有 (ghi 门 (lm) 和 (abecdef) (abca) (abe) 的 阶 . 
4。 把 丝 形 对 称 群 表示 成 它 的 四 个 顶点 的 置换 群 
5。 找 述 由 所 有 那些 把 fx, zz 集合 喘 到 自身 的 zi，…，xze 的 置换 构成 的 
子 群 的 所 有 韦 陪 集 和 左 陪 集 ， 
6。 哪些 对 称 群 是 阿 风 年 群 ? 
7. 设 G 是 由 保持 一 个 顶点 固定 的 立方 体 所 有 对 称 构成 的 群 ， 把 G 表 示 
成 这 些 需 点 的 置换 群 (参见 8$ 6. 3). 
8，《a) 证明: 每 个 置换 可 写成 长 度 为 2 的 循环 (“对 换 ”) 之 积 (一 艇 来 
说 , 不 一 定 不 相交 )， 
“(p) 这 个 结论 同 ”由 =pc 证 明 一 般 交 换 律 "($1.5) 有 什么 关系 ? 
9， 把 等 边 三 角形 对 称 群 表示 成 
(8) 三 个 字母 的 置换 群 ; 
(9b) 六 个 字母 的 置换 群 ; 
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*(c) 用 两 种 本 质 上 不 同 的 方式 做 (b). 
*10， 证 明 : ?次 对 称 群 是 由 循环 (12… .一 D) 和 ((n- 1)n) 生成 的 . 
“11， 在 什么 意义 下 , 定理 16 的 表达 式 是 唯一 的 ? 证 明 你 的 回答 ， 


$ 6. 10 偶 置换 与 奇 置 搁 
当 我 们 考虑 齐 次 多 项 式 形式 
p= ,a (其 中 记 j 了 从 1 跑 到 ) 
时 , 就 会 发 现 置换 的 一 个 重要 分 类 ， 当 %= 3 时 ， 
P= (Zi 一 %2) (1 一 05) (02 一 053) 
一 2JVa 十 203 十 2 和 一 03 一 3 一 02x)， 
而 且 P? 是 $ 5. 5 中 讨论 的 判别 式 ， 一 般 地 , P 是 ze 二 了 次 多 项 


却 ， 亚 然 , 书 中 下 标的 任意 轩 换 使 的 这 组 因子 保持 不 变 因此 除 
人 符号 外 , 本 身 也 不 变 . 而 且 对 换 (x1x2) 把 (x1 一 x2) 变 为 它 的 负 值 
(zs 一 X10)， 把 (wv1 一 x)) 和 (zs 一 2;) 互 换 (J 二 2)， 并 保持 其 他 因子 不 
变 , 因此 (zizz) 把 书 变 为 一 己 
因此 全 体 下 标的 n! 个 置换 分 为 两 类 : 保持 P( 或 一 P) 不 变 的 
置换 称 为 偶 置 换 , 把 P 和 一 P 互 换 的 置换 称 为 奇 置 换 。 由 此 推出 ， 
当 我 们 考虑 相继 实行 这 两 类 置换 的 效果 时 , 有 下 列 法 则 
偶 置换 x 偶 置换 = 奇 置换 x 奇 置换 == 侦 置换 
偶 置 换 x 奇 置换 = 奇 置换 x 偶 置 换 = 奇 置换 
我 们 用 公式 (12) 和 定理 11 得 出 一 个 推论 : 全 体 偶 置换 构成 % 次 
对 称 群 的 子 群 4.。 这 个 子 群 通常 称 为 % 阶 “ 交 错 群 ”. / 
此 外 , 如 条 及 是 固定 的 奇 置换 , $ 是 变化 的 奇 置 换 , 那么 $7 
是 偶 置换 ， 所 以 4g= (gp )0 是 在 右 障 集 4.0 中 ， 概 括 地 说 , 全 
体 否 置换 构成 4 的 单个 右 陪 集 ， 因 此 根据 拉 格 朗 日 定理 , 2 个 符 


号 的 “交错 群 " 刚 好 包含 祁 个 元 素 . 


(12) 


es 了 3。 


1 个 未 定 元 1 的 多 项 式 g (1, “+ Mn) , 如 果 在 它 的 下 标 
置换 的 对 称 群 作用 下 它 是 不 变 的 , 则 称 9(z1,…, wn) 为 “对 称 ” 多 项 
式 ， 特殊 对 称 多 项 式 是 (对 %= 3) 


O1=X1+ a Xe, 02 = TIX NIN Tats 03— XXT3. (13) 
它们 是 下 面 展 开 式 的 系数 
(ti—%1) (t—72) 一 03) = ot +ot— os. (14) 
一 般 地 , 我 们 称 这 样 的 多 项 式 为 初等 对 称 多 项 式 ( 刀 个 变量 ), 它们 
是 


01= > ii 02 = > vir 
(15) 


03 二 > : 和 ii 作证 


因为 (一 1)*o, 是 7(t)= 站 (Ge 一 za 作为 t 的 多 项 式 的 展开 式 中 


"+ 的 系数 ， 这 些 表达 式 0; 给 出 p(t) 的 系数 ， 这 些 系数 为 p(t) 
的 根 的 函数 ， 从 所 谓 “ 对 称 多 项 式 基本 定理 ”可 推导 出 初等 对 称 多 
项 式 的 很 多 重要 性 质 ， 现 在 我 们 不 加 证 明 地 外 叙述 这 个 定理 ， 

定理 19 任意 对 称 多 项 式 P(X1,…', Xn) 可 表示 为 初等 对 称 多 
项 式 的 多 项 式 . 

例如 , 在 两 个 变量 x 和 3 的 情况 下 ， 

T+ y= Wy) — 27y = 01— 20,, 

TX 十 纺 二 (ZX 十 Y) 一 3XYy(Y 十 Y) 二 01(01 一 302), 等 等 
好 使 多 项 式 9 (7z1,…, za) 不 是 对 称 的 , 我 们 至 少 也 可 以 要 求 找 出 保 
持 多 项 式 不 变 的 所 有 那些 下 标 置 换 组 成 的 集合 ， 显 然 这 个 集合 是 
一 个 群 ; 它 称 为 多 项 式 群 . 


QD 参见 L. Weisner, Iniroduction to the Theory of Equations (New 
York: Macmillan, 1938),P 108. 也 可 参见 $15.6 定理 15 的 推论 ， 
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可 题 
1. (a》 列 出 三 个 字母 的 奇 置 换 ， 
(b》 列 出 四 个 字母 的 琳 置 换 ， 
2， 对 哪些 正 整 数 n， 长 度 为 的 特 环 古 候 慎 换 ? 对 哪些 正 整数 %, 长 度 
为 于 的 循环 是 奇 置换 ， 
3. (2) 证 明 :; 车 干 个 御 环 (不 一 定 不 相交 ) 的 乘积 是 奇 置换 当 且 仅 当 它 
包含 着 奇数 个 长 度 为 偶数 的 循环 . | 
(b) 置换 (123) (246) (5432) 和 (12) (345) (67) (891) 是 奇 置换 还 是 
偶 置 换 ? : 
4. (a) 构造 11 个 字母 的 14 阶 偶 置 换 和 奇 置 换 的 例子 . 
(b) 证 明 每 个 8 个 字母 的 10 阶 置换 是 可 置换 
5. 证 明 ; 一 个 置换 是 侦 置 换 当 且 仪 当 它 可 以 写成 偶数 个 对 换 ( $6.9 习 
题 8) 之 积 . 
“6. 证 明 : 每 个 惕 置换 可 以 写成 长 度 为 3 的 循环 之 积 。 
7， 求 出 下 列 每 个 多 项 式 的 多 项 式 群 : 
Wits TT Ws, ToTi TN, + Kx, 
XITs 二 TatTt TIN 二 WN!. 
38， 用 初 等 对 称 多 项 式 表示 下 列 多 项 式 : 
TT 二, XY 二 Yo 二 27t 二 wo 二 yt 二 zy. 


$6.11 同 态 


从 群 G 到 群 G' 的 单 值 变换 可 以 保持 乘法 但 不 是 一 一 的 (也 
就 是 说 , 这 个 变换 不 是 同 构 ). 
例如 ,、 考 虑 nn 次 对 称 群 和 土 1 在 乘法 之 下 构成 的 群 之 间 的 对 
应 ， 这 个 对 应 把 偶 置 换 映 射 到 十 1， 把 奇 置 换 映 射 到 一 1， 由 公式 
(12), 它 把 乘积 映射 到 乘积 ， 
或 者 考虑 对 应 ni?， 其 中 i=^V 一 1， 这 是 整数 加 法 群 和 四 
次 单位 根 的 乘法 群 之 则 的 对 应 ， 它 也 保持 了 和 群 的 运算 ， 名 和 
二 ?2”, 但 这 个 对 应 是 多 一 的 . 
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这 些 例 子 和 其 他 的 例子 引出 下 面 的 概念 . 

定义 ”把 群 G 映 射 到 群 G 的 单 值 变 换 ZYhZ ， 如 果 对 G 中 一 
切 X,Y 有 (XYy) =2 0, 则 称 这 个 变换 为 群 @ 到 群 G 的 同 态 . 

定理 20 在 任意 同 态 GQ->G 之 下 ，G 的 单位 元 素 映 射 到 GG 
的 单位 元 素 ,G 的 送 元 素 上 映射 到 C@G 的 递 元 素 ， 

证 明 ”因为 e:=e, 所 以 e 的 象 了 满足 玉 =f=fe, 这 里 e 是 
G 的 单位 元 素 ， 因 此 根据 消去 律 有 了 =e ， 所 以 G 的 单位 元 素 一 
定 上 映射 到 G 的 单位 元 素 ， 同样 ,如 果 & 映射 到 aa，a 上 册 射 到 
(a !) .那么 aa- !=e 一 定 映 射 到 a (a 0) =e， 所 以 (ae ) 是 a 的 

推论 工 荐 环 群 的 任意 回 态 象 由 是 牡 环 群 . 

因为 根据 定理 20, 不 论 色 是 正 整 数 , 零 或 负 整 数 , 都 有 (a”") = 
(a )”, 因此 ,如果 群 G 由 所 有 和 暴 o" 构成 ,那么 群 G 也 由 Ge 的 所 有 
曙 (@)”"= (a”) 构成. 

推论 2 在 群 G 到 群 G' 的 同 态 之 下，G 中 映射 到 G 的 单位 
元 素 e 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 入 是 G 的 一 个 子 群 . 

这 个 集合 入 称 为 这 个 同 态 的 核 , 

因为 er>e ,所 以 六 是 非 空 的 ， 再 根据 定理 20 和 假设 条 件 , 由 
ar>e’ 和 be 可 推出 airy(e)-1I=(e)-i=e 和 abrr>a0 = 二 6 @ 
三 。', 因此 入 是 一 个 子 群 ， / 

直 积 ”任意 两 个 群 G 和 吾 有 直 积 Gx 五 ,G x 了 H 的 元 素 都 是 有 
序 对 (9,8), 其 中 9EG hEH;G x HH 中 的 乘法 由 下 面 公式 定义 : 

(g, 1) (g',h') = (gg , hh ). (152) 

显然 ，(e, 6) 在 Gx 豆 中 起 单位 元 么 的 作用 ; 《9 1) 是 (9 7) 的 
道 元 素 , 并 且 乘 法 注 足 结合 律 ; 因此 Gx 五 是 一 个 群 。 此 外 ， 饼 数 


DD 同 态 映 上 有 时 称 为 满 同 态 ,于 是 相应 地 称 同 态 象 为 满 同 态 象 . 
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a(g,) 三 9 定义 一 个 从 GxH 到 G 上 的 同 态 &, 函数 (9,8) 一 大 定 
义 一 个 从 GX 是 到 吾 上 的 同 态 bh. 

还 可 以 证 明 ， 每 个 有 限 阶 的 阿 贝 耳 群 与 阶 为 素数 需 循 环 群 的 
直 积 同 构 ， 我 们 这 里 只 需 用 下 面 比 它 更 弱 的 结 末 . 

定理 21 设 MW 和 名 互 素 , 则 Mm 阶 入 环 群 和 对 阶 箱 环 群 的 直 积 
是 一 个 人 阶 御 环 群 . 

证 明 设 c 和 2 分 别 生成 循环 群 4 和 已 其 阶 分 别 为 加 入 . 
那么 , 在 C=A4xB 中 , (a, 0) 一 (ao55 20) 是 单位 元 素 (e 6) 当 且 仅 当 
三 0(mod m),k 寺 0(modn) 根据 $1.9 定 理 17, 这 就 意味 着 夺 0 
(mod mn), 因此 (a,5) =c 是 C 中 mr 阶 元 素 ，C 只 包含 mm 个 无 
索 , 所 以 它 是 俑 环 群 . 证 毕 

局 是 

1， 在 同 态 wi (其 中 1 宇 =V 一 1 26EZ) 下 , 求 出 同 态 核 , 

2， 证明: 8 阶 人 循环 群 有 同 态 象 为 
(a) 4 阶 循环 群 ， (b) 2 阶 循环 群 . 

3， 把 每 个 2 上 映射 到 复数 ez 上 的 对 应 是 所 有 实数 z 构成 的 加 法 群 的 
同 态 吗 ? 如 果 是 , 那么 它 的 同 态 象 是 什么 ? 它 的 同 态 核 是 什么 ? 

4. 设 G 是 nn 个 字母 1,2,…, 1 的 某 些 置换 组 成 的 群 , G 中 每 个 置换 少 把 
字母 1, 2,…,% 的 子 集合 陕 射 到 自身 , 又 设 G' 是 字母 1 2，…, 的 全 体 置换 
$* 组 成 的 群 ,证明 群 G 满 同 态 于 群 C . 

5， 在 正方 形 中 , 设 两 条 对 角 线 为 a 和 d', 两 个 轴 是 和 v. 证明: 存在 
一 个 同 态 gg, 在 这 个 同 态 下 , 正方 形 对 称 群 的 每 个 运动 $ 诱导 出 关于 dd 
qd",h 和 2 的 置换 g#。， 详 细 列 出 对 应 hg 它 的 同 态 核 是 什么 ， 

6， 证 明 : 如 果 G 同 态 于 G,G 同 态 于 G”, 那么 G 同 态 于 G7. 

7. 王 列 这 些 对 应 中 ， 哪 些 是 所 有 非 零 实 数 的 乘 疲 群 到 自身 的 同 态 ? 如 
果 对 应 是 同 态 , 指出 它 的 同 态 象 G 和 同 态 核 , 

(a) Zr> |z|， (b) wi=>27, 


(C) rH!, (d) rp 


es。 18). 


(€) XI?—X, : (f) cr, 
(g) z+ 一， (h) x z 
8， 证 明 : 四 群 是 两 个 2 阶 循环 群 的 直 积 ， 
“9. 证明: 所 有 非 零 复 数组 成 的 乘法 群 是 单位 圆 的 旋转 群 和 非 零 实数 的 
乘法 群 的 直 积 ， (提示 : 设 2=?re'9.) 


10. 证 明 :; 对 任意 群 G, 瑟 ，， 有 GXFHSS 旦 XG 同 构 , GX (HXK)S 
(GX 瑟 ) XK 同 构 , 


$ 6.12 上 自 同 构 : 共 罗 元 素 
定义 群 G 同 它 自身 的 同 构 称 为 G 的 自 同 构 ， 于 是 G 的 自 同 
构 & 就 是 CC 到 自身 之 上 的 一 一 变换 (G 的 双 射 ), 并 满足 
(XY) GG 二 (Za) (Y0), 对 G 中 一 切 YY. (16) 
定理 22 任意 群 G 的 全 体 自 同 构 构 成 一 个 群 4 
证 明 (参看 定理 6 ) 显 然 , 恒 等 变换 是 自 同 构 , 并 且 任 意 两 个 
自 同 构 的 乘积 也 是 自 同 构 ， 最 后 , 如 果 zr>za 是 一 个 自 同 构 , 那么 
由 (16) 式 , 有 
(xy)a™ =| (va a) (yr la) Ja! 
= {L(xve ) (yo ) oa 一 
: = (ro) (0 ). 
所 以 a 是 一 个 自 同 构 . ”证 毕 
一 个 平行 的 定义 和 定理 可 用 到 整 环 上 , 实际 上 ,上 述 内 容 一 般 
可 应 用 到 抽象 代数 系统 上 . 我 们 可 以 把 一 个 抽象 代数 系统 4 的 自 
同 构 恰恰 看 作 4 的 对 称 . 
定义 在 任意 群 G 中 ,ar-lza 称 为 元 素 人 在 由 G 共 恩 变 换 之 下 
的 共 力 元 素 ( 或 向 称 灿 在 @ 之 下 的 共 斩 ) 
在 定理 18 中 我 们 已 经 看 出 , 在 置换 群 中 ,任意 循 环 的 共 轿 是 
为 一 个 共有 相同 长 度 的 循环 ， 在 任意 变换 群 中 也 有 一 个 类 似 的 说 


es J86 °。 


法 . 例如 , 如 果 & 和 上 是 空间 5 到 自身 上 的 一 一 变换 , 则 区 =a 1gu 
与 $ 的 关系 如 同 定理 18 中 所 说 的 那样 ， 特 别 , S 中 的 任意 点 4 可 
以 写 为 4= pa, 这 里 7 了 是 5S 中 某 一 氮 , 并 有 
(POP= poo $a) = poo) $a= (ph) a. 

于 是 是 变换 par>(p9)a; 换 句 话说 , $5 在 a 之 下 的 共 斩 一 ar1ga 
是 由 少 按 下 面 方式 得 到 : 每 点 PpP 和 它 的 象 7==p9 分 别 用 2a 和 ra 
人 代替， 例如， 在 正方 形 群 中 ， 了 = 五 PR 表明 ， 关 于 垂直 轴 的 反 
射 是 关于 水 平 轴 的 反射 在 五 之 下 的 共 轿 ， 这 因为 把 水 平 轴 映 射 
到 垂直 轴 , 

定理 23 对 群 G 的 任意 固定 元 素 Q, 共 碧 变换 人 Po:ZFa-lzg 是 
G 的 一 个 自 同 构 ， | 

证 明 对 所 有 x,y, 有 

(a xa) (a iya) = a li (ry) a. 

形 为 Xr>a™ za 的 上 月 同 构 了 称 为 内 自 同 构 ， 所 有 其 他 自 同 构 
称 为 外 自 同 构 . 

可 以 验证 , 正方 形 对 称 群 有 四 个 不 同 的 内 自 同 构 , 有 四 个 外 自 
同 构 .为 一 方面 , 三 阶 循环 群 除 了 恒 等 变换 之 外 没有 内 自 同 构 , 但 
是 它 有 外 自 同 构 Xxx*. 

定理 24 任意 群 G 的 全 体内 自 同 构 构成 人 的 自 同 构 群 的 一 
个 子 群 . 

证 明 因为 97"!'(a ixa)5= (ab)-!x(ab), 所 以 内 自 同 构 7T。 和 
7, 的 乘积 是 内 自 同 构 Tos; 类 似 地 ， 因 为 (a "1(a 1xa) (4-7!)=%， 
所 以 共 蜀 变换 (或 自 同 构 )T 的 诈 是 了 

定义 ( 件 罗 瓦 (Galois)) 群 G 的 子 群 人 SS 是 G 中 正规 子 群 当 且 
仅 当 它 在 G 的 所 有 内 自 同 构 作用 之 下 不 变 ( 也 就 是 说 , B 在 包含 每 
个 元 素 的 同时 , 也 必 包 会 这 个 元 素 的 所 有 共和 犯 元 素 ). 

正规 子 灶 肝 称 为 目 共 轿子 群 或 不 变 子 群 . 
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例如 ， 正 方形 的 旋转 群 是 正方 形 对 称 群 的 正规 子 群 ; 子 群 [了 ， 
R*| 也 是 正规 子 和 群 。 再 有 ， 阿 贝 耳 群 的 每 个 子 群 都 是 正规 子 群 ， 因 
为 对 所 有 的 XX 和 a, 有 Qa ixa 一 a 'az 二 x， 还 有 ,平面 的 平移 样 是 平 
惫 所 有 刚体 运动 的 欧 几 里 得 群 的 一 个 正规 子 秤 (参看 第 九 革 ). 

定理 25 任意 同 态 0:G->H 的 核 N 是 G 的 正规 子 群 . 

证 明 根据 定理 20 的 推论 2 知 , 入 是 G 的 子 群 .再 有 ， 如 果 
aEN, bEG, 则 

bb-lab)=b -i0(a)b =b' -leb =e, 
其 中 8 =0(),e ==4(e), 这 是 因为 ,根据 定理 20, 有 
: 0(b- 1) = [0(8) 1]. 

一 般 地 , 设 a Sa 表示 所 有 乘积 ao isa( 这 里 s 在 S 中 ) 的 集合 . 
那么 这 个 定义 表明 ， 心 是 正规 子 群 当 且 仅 当 对 G 中 每 个 4， 集合 
oa 等 于 心 

定理 26 子 群 S 是 正规 的 当 且 仅 当 它 的 所 有 右 陪 集 都 是 它 
的 左 陪 集 . 

证 明 ”如 采 总 是 正规 的 , 则 对 所 有 的 & 有 

aSa t= (a !) "iSa !=N8; 
因此 sa (seS) 的 集合 Sa 同 由 (csa- 0)a=as(scS) 组 成 的 集 
(aSa 1)a 一样, 于 是 对 所 有 的 a, 有 Sa=aS，、 反 过 来 , 如 果 右 陪 集 
Sa 是 左 陪 集 65， 则 a iSg 二 a i655 包含 元 素 e 二 a-!'ea, 而 左 陪 集 
eS 二 SS 也 包含 元 素 e, 根据 $ 6.8 引 理 2, 所 以 a iSa=A. 

这 个 定理 的 一 个 推论 是 ， 只 有 一 个 陪 集 的 任意 子 群 S 是 正规 
子 群 ; 不 在 仿 中 的 全 体 元 素 构 成 S 的 右 陪 集 和 左 陪 集 ， 因此 交错 
群 是 % 次 对 称 群 的 正规 子 群 . 

注 考虑 群 G 的 元 素 a 和 由 a 诱导 出 的 内 自 同 构 7 之 间 的 
对 应 根据 定理 24 的 证 明 , 有 ?到 = 这 保留 了 乘法 运算 ， 然 
而 , 如 正方 形 的 对 称 群 中 那样 ， 这 个 对 应 通常 不 是 一 一 的 (到 和 7 
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诱导 出 同一 个 内 自 同 构 ); 它 是 一 个 同 态 ， 我 们 容易 验证 ， 这 个 同 
态 的 核 恰 是 @G 的 中 心 . 


习 题 : 

1. PD 阶 循环 群 有 多 少 自 同 构 ? py 阶 循环 群 呢 ? 这 里 p,，4 是 不 同 的 
素数 ， 
列 出 四 群 的 全 部 自 同 构 , 哪些 是 内 上 自 同 构 ? 
求 出 8 阶 循环 群 的 全 部 目 同 构 . 
证 明 : wm 阶 循环 群 的 自 同 构 是 对 应 atsF*a 这 里 7 是 环 Zn 的 单位 . 
证 明 : 在 任意 群 中 ，“z 与 了 共 斩 是 一 个 千 价 关系 ， 
证 明 : 群 的 元 素 a 诱导 出 恒 等 的 内 自 同 构 当 且 仅 当 e 在 和 群 的 中 心 
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*7， (a) 求 出 正方 形 对 称 群 的 一 个 自 同 构 a, 适合 Ra = RHa= DD. 
(b) 证 明 a 是 外 自 同 构 ，( 提 示 : 正方 形 对 称 群 可 用 $6.6 中 讨论 
过 的 生成 元 有 和 五 来 表示 .) 
8， 证 明 : 如 果 G 和 五 是 同 构 群 ， 那 么 G 和 瑟 之 辣 不 同 的 同 构 个 数 等 于 
G 的 自 同 构 个 数 . 
9， 列 举 正 方形 对 称 群 的 全 体内 自 间 构 , 共 思 元 素 和 集合 和 正规 子 群 . 
*10。 设 G 是 任意 群 , 4 是 @ 的 月 同 构 组 成 的 群 ， 证 明 : 全 体 偶 (a，9) (其 
中 a€4, 9EG) 在 乘法 (a,9) (a',g)==(aa'，(9a')g ) 之 下 构成 一 个 群 ( 称 为 
G 的 “全 形 ”) . 
*11。 (a) 证 明 : 3 阶 循环 群 的 全 形 是 3 次 对 称 群 . 
(b) 证 明 : 4 阶 循环 群 的 全 形 是 正方 形 对 称 群 . 
12. 证 明 : 如 果 好 和 和 都 是 群 G 的 正规 子 群 ， 那 么 它们 的 交 也 是 如 的 正 
规 子 群 . 
13， 证 明 : 如 果 歼 和 祥 都 是 群 G 的 正规 子 群 ， 那 么 所 有 乘积 xy (x€EM， 
yEN) 构 成 的 集合 用 入 是 G 的 正规 子 群 . : / 
14， 证 明 : 任意 群 G 的 全 体内 自 同 构 是 G 的 所 有 自 同 构 构 成 的 群 的 正规 
了 于 和 群 ， 
*]5. (a) 证 明 ， 对 每 个 有 理 数 c 尖 0， 对 应 zhH*2Ze 是 有 理 数 加 法 群 的 目 
同 构 ， 
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(b) 证 遇 : 有 理 数 加 法 群 没 有 其 他 自 同 构 . 

*16. 设 G 是 pg 阶 (p, 9 为 素数 ) 群 证明: G 或 者 是 一 个 循环 群 ,或 者 包 
含 一 个 p (或 9) 阶 元 素 ， 在 第 二 种 情形 中 证 明 ，@G 或 者 包含 一 个 正规 子 群 ， 
豆 者 包含 4 个 2 阶 共 斩 子 群 ， 对 后 一 种 情形 ,证 明 , pg 一 942 一 1 一 9 个 非 了 

阶 元 素 构 成 正规 子 群 ， 推 出 G 总 有 一 个 正规 真子 群 . 

*17。 (a) 证 明 : 如 果 jnr 三 1(modo)， 那 么 定义 关 系 an 一 如 一 e，B-108 
二 a* 确定 了 一 个 具有 mn 阶 正规 子 群 的 mm 阶 群 . 

(b) 利用 习题 16 找 出 全 部 6 阶 群 和 15 阶 群 ， 

*18， 利 用 习题 16 找 出 全 部 10 阶 群 和 14 阶 群 . 

*+19。 运用 习题 16 的 分 析 , 证 明 : 阶 数 为 任意 z 台 定 素数 的 平方 的 群 中 只 有 
两 个 不 同 构 ， 


*$ 6.13 商 群 


现在 我 们 将 指出 怎样 构造 某 一 特定 的 抽象 群 G 的 所 有 同 态 象 
G 的 同 构 . 

诚然 , 设 zPz 是 群 G 到 群 G 上 的 任意 同 态 ,并 设 六 是 这 个 同 
态 的 核 ， 如 果 a 和 2 是 G 的 任意 元 素 , 则 我 们 可 写成 6=at, 因此 
b' 二 a't， 但 是 根据 消去 律 ,a 二 =a 当 且 仅 当 =e， 也 就 是 当 且 
仅 当 iEN， 总 之 ,5 二 a' 当 且 仅 当 5=at (1EN). 

引 | 理 1 G 的 两 个 元 素 在 G 中 有 同一 个 象 当 且 仅 当 它 们 是 在 
核 人 入 的 同一 个 陪 集 NX 二 XN 中 ， 

这 就 建立 起 G 的 全 体 元 素 与 核 入 在 G 中 的 全 体 陪 集 之 间 的 
一 一 对 应 ， 因 此 G 的 阶 等 于 核 人 六 在 G 中 的 陪 集 的 个 数 ( 或 称 指 
数 ). 

9| 理 2 设 w 和 外 是 G 的 元 素 ， 那 么 Ww 外 可 按 下 述 方式 来 
出 ， 设 和 Nz 和 Ny 分 别 对 应 着 x 入,NXNYy 是 所 有 来 积 wuv(uE 
Nz, VENY) 组 成 的 集合 ; 那么 XY 与 包 合 着 集合 NzNYy 的 入 的 ( 唯 
一 ) 陪 集 相 对 应 . z 

证 明 如 果 &=ax,2=0y (a,0EN), 那么 
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(WO) =a'w by =ere'y 一 % 8。 
于 是 在 同 构 意义 下 , G 可 由 G 和 和 来 确定 ， 旭 G' 同 构 于 入 在 
G 中 的 陪 集 的 集合 ， 这 个 集合 的 乘法 运算 法 则 是 : 两 个 陪 集 的 梯 
积 和 NzxoNy 是 包含 所 有 乘积 wv QWwENz, ENz) 的 (唯一 ) 陪 集 ， 
我 们 可 以 用 正方 形 对 称 群 G 同 四 群 G': [e,a，5b,c] (§ 6. 8) 
之 间 的 同 态 来 说 明 上 述 的 讨论 ， 在 这 个 同 态 之 下 , [I, BR*jt>e， 
LR, BR]t>a,[ 瑟 , Vj :>5b, [D, D jt:>c.， (从 正方 形 群 表 可 以 验证 这 
是 一 个 同 态 ! )e 的 原 象 [I[，R”] 构 成 正规 子 群 ， 而 其 他 元 素 的 原 象 
是 LI，BR?] 的 陪 集 ， 最 后 ， 通 过 计算 乘积 L8H, RV,，R*H, RV]， 
可 以 推导 出 一 个 典型 的 运算 法 则 ab=c， 这 些 乘 积 在 (实际 上 是 
构成 )e 的 原 象 陪 集 [D, D] 之 中 . 
有 反 过 来 , 设 入 是 G 的 任意 给 定 的 正规 子 群 , 它 与 任何 同 态 都 设 
有 事先 的 联系 ， 我 们 可 以 由 六 出 发 构造 G 的 同 态 象 G, 如 下 所 述 . 
把 G' 的 元 素 定义 为 入 的 不 同 的 陪 集 Nzx. NN 的 任意 两 个 陪 集 
Nz 和 Ny 的 飞 积 NroNy 定义 为 包含 所 有 乘积 ww (wuENzx, ENy) 
的 集合 WzNy 的 陪 集 ， 如 条 YY=az, v= 二 by, 其 中 a,5EN， 则 wv = 
erby 王 ab'xy, 这 里 2 =2Z0x- 也 在 六 中 , 这 因为 N 是 正规 子 群 。 因 
此 N(zg) 是 一 个 包含 NzNy 的 陪 集 ; 此 外 ， 因 为 不 同 的 陪 集 是 不 
相交 的 ,并 且 集 合 NzNgy 是 非 空 的 , 因此 不 存在 两 个 不 同 的 都 包含 
NXNYy 的 陪 集 . 
于 是 我 们 就 对 G 的 全 体 元 素 ( 又 是 G 的 所 有 陪 集 ) 定义 了 一 
个 单 值 二 元 运算 , 它 可 以 写成 
NzroNy=N (ry). (17) 
口头 上 说 就 是 ， 任 意 两 个 陪 集 的 乘积 可 以 通过 在 G 中 把 任意 一 对 
“代表 元 类 ”zx 和 2 相生 ,并 构成 包含 乘积 zy 的 陪 集 来 求 出 ， 根 据 
公式 (17), 乘积 NeoNYy 一 入 (ey) 一 Ny， 所 以 障 集 入 二 Ne 是 这 个 
陪 集 集合 的 左 单位 元 素 , 又 因 陪 集 (NxoNy)oNz 和 Nxo(NyoNz) 
- 。 97。 


二 者 都 包含 (YX 四 z= 二 x (yz), 所 以 陪 集 的 乘法 满足 结合 律 ， 最 后 , 陪 
集 Nx ioNyz 包含 元 素 2 = e 所 以 必 有 Nx -ioNX= 二 Ne 十 N,， 因 
此 陪 集 的 左 逆 元 素 存 在 ， 这 些 结 果 同 定理 4 一 起 可 以 证 明 下 面 的 

引 理 3 G 的 任意 正规 子 群 丸 的 全 体 陪 集 构 成 一 个 末 法 群 . 

定义 NW 的 陪 集 群 称 为 G 对 入 的 商 群 (或 因子 群 ), 并 用 G/N 表 
示 @. 

由 (17) 式 知 , 对 应 XPNz 是 G 到 G/N 上 的 一 个 同 态 , 并 且 这 
个 同 态 的 核 是 N. z 

反之 , 我 们 已 经 看 到 (根据 引 理 2), 对 群 G 到 群 G 上 的 任意 同 
态 , 如 果 同 态 核 是 六 , 那么 同 态 象 G 与 商 群 G/N 同和 构 ， 我 们 得 出 

定理 27 一 个 给 定 的 拍 象 群 G 的 同 态 象 是 GQ 对 它 的 不 同 正 
规 子 群 的 商 群 G/N, N 的 陪 集 的 来 法 通过 公式 (17) 来 定义 

注 ”从 群 和 正规 子 群 来 构造 商 群 类 似 于 从 整数 环 来 构造 模 %n 
整数 环 (§ 1. 9,§ 1.10),. VN 的 陪 集 类 位 于 模 % 的 剩余 类 ， 如 果 把 
x 三 y(modNN) 定 义 为 关系 Xxy71EN, 则 这 个 关系 与 关系 XY 三 y (modn) 
平行 ，Zg TEN 等 价 于 断言 : x 和 y 在 入 的 同一 个 陪 集 中 ( 见 $ 6.8 
习题 6). : 


习 题 

1， 列 出 所 有 抽象 群 , 它们 是 正方 形 对 称 群 的 同 态 象 . 

2， 列 出 所 有 抽象 群 , 它们 是 正六 边 形 对 称 群 的 同 态 象 . 

3. 证 明 : 任意 群 G@ 的 中 心 Z 是 G 的 正规 子 群 ，G/2Z 与 @ 的 内 自 同 构 群 
同 构 . 

4. 证 明 ; 在 $6.8 的 习题 6 中 ， 由 x 三 y(mod 5) 可 推出 对 所 有 的 a 有 
ax 三 ay(mod S) 当 且 仅 当 太 是正 规 子 群 ， 

5， 设 G 是 所 有 形 为 2:3m5" 的 有 理 数 构成 的 群 ， 这 里 指数 m，% 为 整 


也 如 果 G 是 阿 贝 耳 群 ， 这 个 群 中 的 二 元 运算 用 " 十" 表示， 那么 每 个 子 群 六 是 G 
中 的 正规 子 群 , 这 时 商 群 常常 称 为 差 群 , 并 记 作 G 一 VW. 
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数 , 而 3 是 所 有 数 2 构成 的 乘法 群 . 
(a》 描述 8 的 全 体 陪 集 ， (b) 描述 G/S. 
6. 设 G 一 G' 是 一 个 同 态 ， 证 明 : G' 的 任意 子 群 S' 的 所 有 原 象 的 集合 
是 G 的 子 群 5, 并且, 如 果 5" 是 正规 子 群 , 那么 S 也 是 正规 子 群 . 
*7. 设 5 是 群 8 的 一 个 子 群 ， 而 人 驴 是 群 G 的 正规 子 群 . 证 明 : 如 果 
SNN=e 有 SUN=G, 那么 GI/N 与 5 同 构 . 
*8。， 设 G 是 一 个 群 ， 形 为 x-1y-'izxy 的 元 素 称 为 换 位 子 ， 证 明 : 所 有 这 样 
的 换 位 子 的 乘积 组 成 的 集合 C 构成 G 的 正规 子 群 . 
*9， 在 习题 8 中， 证 明 : G/C 是 阿 贝 耳 群 , -最 后 证 明 : 如 果 刀 是 @C 的 正 
规 子 群 , 并 且 G/N 是 阿 风 耳 群 ; 那么 入 包含 C0. 
*10。 群 G 的 两 个 子 群 S 和 7T, 如 果 对 某 个 afG 有 or-18a=2， 则 称 它们 是 
共 辑 的 . 证明 : G 的 任意 子 群 S 和 它 的 共 斩 M 的 交 是 G 的 正规 子 群 . 
*]1。 (3a) 证 明 ， 如 里 有 和 六 是 G 的 正规 子 群 , 并 有 到 1 和 =e， 那 么 对 一 
切 aEMHYH, bEN, 有 ab=bBba.。 (提示 : 证明 aba i101€EM 由 NN.) 
*(b) 证 明 : 在 (a) 中 ,如果 了 HUN=G, 那么 G= 几 XN. 
*1]2， 设 G 是 任意 群 ，S 是 G 的 任意 子 群 ， 对 任 演 afG, 设 Ts 是 S 的 全 体 
右 陪 集 Sz 上 的 置换 Szr*Sza， 证明 : 
Ga) 对 应 a 是 同 态 . 
(b) 同 态 核 是 习题 10 所 说 的 正规 子 群 , 
*13。 证 明 : 非 正 规 子 群 的 全 体 陪 集 在 乘法 (17) 意 义 下 不 能 构成 群 . 


“3 6.14 等 价 关 系 与 同 余 关 系 


在 定义 整数 之 间 的 关系 4 三 b(modn) 时 ， 在 通过 数 偶 的 同 余 
关系 (4, 5) 二 (a ，5b') (这 个 同 余 关 系 的 意思 是 a6'=a'D) 来 构造 有 
理 数 时 , 还 有 其 他 地 方 , 我 们 曾 断 言 过 , 任何 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 
传递 律 的 关系 可 以 看 作 与 相等 是 一 类 关系 ， 我 们 现在 系统 地 讲 这 
个 断言 的 意义 . 

为 方便 起 见 , 把 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 的 关系 R， 即 对 
集合 态 的 一 切 元 素 a,5, ¢, 有 性 质 

GCC， 


e 了 23 。， 


由 a8b 可 推出 bRa， 

由 aRb 和 5Rc 可 推出 aRc， 
称 为 S 上 的 等 价 关系 .如 果 象 在 陪 集 的 情形 (§ 6. 13) 中, 我们 把 8 
的 适当 子 集 当 作 元 素 处 理 ， 这 样 等 价 关 系 避 就 变 成 了 通常 的 相等 
. 关系 ， 事 实 上 , 如 果 a 是 S 的 任意 元 素 , 我 们 则 可 用 ER(q) 表 示 与 
a 等 价 的 所 有 元 素 6 的 集合 ; PER(e) 当 且 仅 当 5bRa， 这 样 一 些 
RR- 子 集 具 有 各 种 简单 性 质 . 

引 理 1 由 a8b 可 推出 尼 (a) 二 BR(5), 反之 亦 真 ， 

证 明 首先 假定 aRb， 并 设 c 是 (a) 的 任意 元 素 ， 那么 根据 
定义 有 cRa, 因此 再 根据 传递 律 得 cRD, 这 就 意味 着 cER(5). 反 过 
来 , 由 对 称 律 得 5Ra, 所 以 由 cEB8(5) 推 出 cEB(a)， 这 就 意味 着 两 
个 集合 R(a) 和 (5) 上 共有 相同 的 元 素 , 因此 RC(a) = 二 RR(2). 

现在 假定 R(a) 一 R(5)， 根 据 自 反 律 有 5R6， 所 以 bER(5)， 
因为 (a) 二 (5), 这 意味 着 btR(a), 于 是 4R6， 这 就 完成 了 5| 理 
的 证 明 . 

在 及 是 整数 之 间 的 模 nn 同 余 关系 的 特殊 和 情形 中 ， 由 整数 a 确 
定 的 集合 (a) 就 是 包含 整数 a 的 剩余 类 .这 里 , 5| 理 1 特别 给 出 
断言 4 三 8b(modn) 当 且 仅 当 a 和 2 属于 模 n 的 同一 个 剩余 类 ( 参 
看 $1.10)., 其 他 的 说 明 留 作 习 题 . 

再 有 ， 模 ?%” 全 部 剩余 类 把 整数 的 整个 集合 忆 分 成 不 相交 的 子 
类 , 因此 可 以 说 这 构成 了 忆 的 一 个 “分 划 ”， 一 般 地 , 类 人 3 的 分 划 z 
是 把 S 划分 成 子 类 4, B,C,…, 使 得 S 的 每 个 元 素 属 于 一 个 且 仅 属 
于 一 个 子 类 ( 子 集合 ). 8- 子 集 总 提供 这 样 的 一 个 分 划 . 

引 理 2 两 个 及 - 子 集 或 者 相等 , 或 者 它们 没有 公共 元 素 ,并 上 且 
所 有 玉 - 子 集 的 全 体 构 成 总 的 一 个 分 划 . 

证 明 如 果 R(a) 和 B(b) 包 含 公 共 元 素 6, ` 于 是 cRa 并 且 
cR06， 那 么 根据 对 称 律 和 传递 律 有 aR8b， 根据 引 理 1 这 意味 着 
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R(a) = 一 R(b)， 所以, 如 果 睛 (a) 寺 (5), 这 两 个 类 不 能 重 挝 . 最 后 ， 
集合 态 的 每 个 元 素 c 在 特定 的 R- 子 集 RC(c) 中 ,这 是 因为 ,根据 上 自 
有 反 律 有 cRce, 所 以 cER(c). 

5| 理 2 的 逆 命 题 可 直接 证 得 .如 果 集 合 态 被 分 划分 成 不 相 
交 的 子 类 4, B, C,…， 那么 关系 aRb 可 以 定义 为 a 和 5b 属于 这 个 
分 划 的 同一 个 子 类 中 , 这 就 给 出 S 上 的 一 个 抽象 的 等 价 关系 忆 . 此 
外 , 通过 每 个 元 素 e 依 这 个 关系 确定 的 R- 子 集 欠 是 按 分 划 7 给 出 
的 包含 a 的 子 类 .这 些 结论 可 以 概括 如 下 : 

定理 2 集合 心 上 的 每 个 等 价 关 系 愉 确定 总 的 一 个 分 划 Y， 
它 把 仿 分 成 不 相交 的 且 - 子 类 ， 反 过 来 , 访 的 每 个 分 划 不 产生 一 个 
等 价 关 系 尽 于 是 存在 一 个 仿 上 全 体 等 价 关系 及 入 的 全 体 分 划 
r 之 间 一 一 对 应 Rssr， 使 得 人 的 元 素 G 和 上 属于 分 划 开 的 同一 个 
子 类 当 且 仅 当 aBb. 

在 讨论 一 个 可 容许 的 相等 关系 (3 1.11) 的 必要 条 件 时 ， 我 们 
还 需要 某 个 与 二 元 运算 有 关 的 “ 代 换 性 质 *"。 利 用 集合 8S 上 的 等 价 
关系 且 和 二 元 运算 ao8= 6, 这 个 性 质 可 写成 形式 - | 

由 aRa 和 BRb' 可 推出 

(aob) R(a'ob’). (18) 

这 个 条 件 有 着 确定 的 理论 含义 . 

事实 上 , 设 及 是 SS 上 的 任意 等 价 关系 ， 又 设 克 是 相应 的 分 划 ， 
它 把 S 分 成 有- 子 集 4, B, 0,…, 同 陪 集 的 情况 一 样 , 我 们 把 BR- 子 集 
看 作 新 系统 > =S/R 的 元 素 ， 同 商 群 (或 模 2 剩余 类 ) 的 情况 一 
样 ,我 们 可 以 由 & 中 的 二 元 运算 来 定义 > 中 的 二 元 运算 ， 

在 全 中 , AoB=0 当 且 仅 当 
在 心中 , 由 ccE4 和 DGE 推出 (405)EC 

性 质 (18) 是 说 , 如 果 a 和 a 两 个 元 素 都 在 B- 子 集 4 中 ( 即 , aRa )， 
并 且 5 和 vw 都 在 有 - 子 集 B5 中 ,那么 (qcb) 和 (wo5') 都 属于 同一 个 
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(19) 


RB- 子 集中 , 于 是 , 这 个 运算 得 到 的 五 - 子 集 C 便 由 4 和 B 唯 一 确定 ， 
并 且 在 (19) 式 意义 下 , C 就 是 4 和 B 的 乘积 4oB， 换 句 话 说 , 代 换 
性 质 (18) 等 价 于 断言 : 定义 (19) 产 生 一 个 R- 子 集 ( 即 允 ) 上 的 单 值 
二 元 运算 .这 就 证 明了 

定理 29 已 知 集合 & 上 的 一 个 等 价 关 系 鼠 ， 定 义 在 怠 上 并 具 
有 代 换 性 质 (18) 的 任意 二 元 运算 产生 一 个 局 的 刀 - 子 集 上 的 如 (19) 
式 定 义 的 单 值 二 元 运算 . 

例如 , 设 及 是 整数 集合 上 的 模 nn 同 余 关 系 , 加 法 和 乘法 都 共有 
代 换 性 质 (18), 于 是 定理 29 产生 出 Z,(§ 1. 10 中 定义 的 ) 中 剩余 类 
的 加 法 和 乘法 . 更 一 般 地 , 定理 29 可 以 应 用 到 关系 a 一 bE0C 上 , 这 
里 0 是 任意 交换 环 中 的 任意 理想 , 甚至 可 以 推广 到 其 他 代数 系统 ， 
这 个 系统 的 运算 不 一 定 是 二 元 的 ， 一 般 说 , 满足 定理 29 条 件 的 关 
系 称 为 “ 同 余 关系 ?， 类 似 地 , 同 构 、 自 同 构 和 同 态 等 概念 可 以 应 用 
到 一 般 的 代数 系统 ， 例 如 , 如 果 G 和 玉 是 上 共有 三 元 运算 (a, 5, 0) 的 
代数 ， 那 么 G 到 五 上 的 同 态 是 具有 下 面 性 质 的 G 到 有 五 上 的 映射 0， 
这 个 性 质 是 ,对 G 中 一 切 a, 5,c 有 : 

(a, b,c)0= (a0, 80, c9), 


| J 题 
1， 下 列 关 系 五 中 , 哪些 是 等 价 关 系 ? 如 果 是 , 描述 一 下 五 - 子 集 . 
(a) G 是 人 群 , 人 S 是 子 群 , aR82b 音 味 着 97!i0ES. 
(pb G,S 如 (8) 中 所 述 , gagRb 阁 味 着 bai€， 
(c) Z 是 整数 环 , aRb 意味 着 0 一 2 是 素数 . 
(d) Z 是 整数 环 , aRb 意味 着 6 一 是 偶数 . 
(e) 忒 是 整数 环 , 9Rb 意味 贿 4 一 0 是 奇数 ， 
2， 设 G 是 字母 21,…, zs 的 置换 群 ， 设 x;RXj 意味 着 对 某 个 BEG 有 zx;9 
=7X;, 下 是 等 价 关 系 吗 ? G 是 怎样 作用 在 每 个 BR- 子 集 上 ? 
3， 设 G 是 由 全 体 平 面 的 变换 (%, 四 PP(X 十 a， 四 组 成 设 (%w,)R(w',y) 
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意味 着 对 某 个 $EG 有 (2, 四 $= (x',y)， 在 这 种 情况 下 ，BR- 子 集 是 什么 
4， 设 a 和 5 是 实数 , 设 a85 意味 着 qb 是 360 的 整数 倍 . 
(a) 卫 是 管 价 关系 吗 ? 
(b) 它 是 加 法 同 余 关 系 吗 ， 
(c) 它 是 乘法 同 余 关 系 玛 ? 
(d) 看 作 和 角度 的 加 法 和 乘法 , 从 这 里 可 推出 些 什么 ? 
5，(a) 设 C 是 交换 环 中 任意 理想 ， 证 明 : 关系 4 一 bEC 对 于 加 法 和 乘 . 
法 是 同 余 关系 . 
(b) 如果 情 是 交换 环 上 的 任意 同 余 关系 , 那么 , 当 加 闪 和 乘法 用 公式 
(19) 定义 时 , 全 体 B- 子 集 构 成 另 一 个 交换 环 . 
6. 在 习题 1(a) 中 ， 证 明 : 代 换 性 质 (18) 的 一 半 对 任意 子 群 S 都 成 立 ， 
并 证 明 (18) 的 男 一 半 成 立 当 且 仅 当 是 正规 子 群 . 
7、 设 :8S: 一 8 是 二 元 运算 , RR 是 S 上 的 等 价 关 系 ， 证 明 : 如 果 由 aBa 
推出 (gc5) Ra o 吃 ) 和 (559)B(boa), 那么 (18) 式 成 并. : 


a 
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第 七 章 ” 矢量 与 天 量 空 间 


$7.1 平面 矢量 

在 物理 学 中 出 现 一 些 称 为 入 量 的 物理 量 , 它们 不 单纯 是 数量 
它们 除了 有 数量 大 小 之 外 还 具有 方向 ， 例 如 ， 平 面 上 的 一 个 平行 
移动 ， 它 的 效果 不 仅 依赖 于 移动 的 距离 ， 而 且 还 依赖 于 移动 的 广 
向 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 可 以 把 平行 移动 表示 成 具有 适当 长 度 和 方 
向 的 箭头 w (图 1)、 两 个 这 样 的 平行 移动 a 和 有 ,表示 做 完 一 个 平 
移 之 后 再 接着 做 另 一 个 平移 , 它们 的 联合 效果 就 是 “总 ”位 移 y 
如 果 先 做 平移 a 后 做 平移 6， 而 箭 买 8 的 始 ”三 一 一 一 
湛 位 于 箭头 a 的 终端 那么 总 位 移 y=a+8 8/ 2 jp 
就 是 连接 4 的 始 端 和 有 的 终端 的 箭头 这 是 人 
以 a 和 为 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 这 个 图 1 
求 a 十 B 的 法 则 就 是 所 谓 的 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 . 

一 个 位 移 & 可 以 放大 三 倍 得 到 新 的 位 移 34, 或 者 取 半 得 到 位 
移 省 %， 我 们 甚至 可 以 构成 它 的 负 倍数 ,例如 一 2， 它 表示 一 个 大 


小 是 wa 的 两 倍 ,方向 与 a 相反 的 位 移 , 一 般 地 , s 可 以 乘 上 任意 实数 
5 构成 新 位 移 ca, 当 。 为 正 数 时 , ca 的 方 同 与 & 相同 , ca 的 大 小 是 
4 的 ec 售 , 而 当 6c 是 负数 时 , 方 同 必 相 反 ， 数 c 称 为 标量 (或 纯 量 )， 
乘积 ca 称 为 “ 数 乘 积 ， 

平面 中 作用 于 一 点 的 力 , 以 及 速度 和 加 速度 , 都 有 类 似 的 矢量 
表示 , 在 所 有 这 些 情形 中 , 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 和 ( 实 ) 数 乘 
运算 , 具有 同位 移 情 形 一 样 的 涵义 ， 这 就 说 明了 “各 种 不 同 的 物理 
状态 可 以 有 相同 的 数学 表示 这 样 一 个 原理 . 
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解析 几何 提出 了 用 实数 偶 来 表示 平面 矢量 的 方法 ， 我 们 可 以 
用 始 端 在 (0, 0), 终端 在 相应 的 点 (ay oz) 的 箭头 g 表示 任何 这 样 的 
矢量 , 其 中 坐标 a1, ?是 实数 ， 那 么 矢量 的 和 及 “ 数 乘积 的 坐标 可 
以 通过 各 矢量 的 坐标 利用 下 面 法 则 计算 ; 


(Qi, a2) + (01, 2) = (Qi bi, 0 十 02)， (1) 
cal 2) = (Cai, Ca2). (2) 
从 这 些 法 则 我 们 容易 得 到 矢量 代数 外 的 各 种 定律 , 例如 
a+B=B+a, at+ (B+y)= (+P)+y, (3) 
cat+p)=cat+eh, la=a, (4) 


等 等 ， 这 些 当中 有 很 多 (特别 是 矢量 加 法 的 交换 律 ) 还 对 应 着 几何 
原理 . 

矢量 运算 可 以 用 来 表达 很 多 熟悉 的 几何 概念 ， 例 如 , 矢量 4= 
(qi, om) 的 终端 到 矢量 8 (51，52) 的 终端 之 间 的 连 线 中 点 可 以 用 
公式 ( 23 虹 记 下 ) 给 出 ,因此 也 就 是 用 矢量 和 去 (xc 十 有 给 出 . 
所 得 到 的 矢量 也 可 以 称 为 矢量 a 和 的 重心 ， 矢 量 代数 的 一 组 完 
整 公设 将 在 $ 7. 3 中 给 出 , 我 们 先 描述 矢量 的 其 他 一 些 例子 . 

习 是 

.利用 法 则 (1) 和 (2) 证 明 矢量 代数 的 定律 (3) 和 (4). 
， 画图 说 明 分 配 律 (4)， 
: 证 明 ; 全 体 平 面 天 量 构成 加 法 和 群 . 
证 明 : 每 个 平面 矢量 & 可 以 唯一 地 表示 成 两 个 矢量 之 和 a&=8 十 y， 
其 中 及 是 沿 > 轴 方 向 的 天 量 , y 是 沿 y 轴 方 向 的 矢量 . 


> oo ii 二 


872 推 广 
上 市 描述 的 例子 可 以 在 两 个 方面 推 让、 第 一 个 方面 ， 维 数 


@ 未 书 里 我 们 用 小 写 希 腊 字 母 , 象 a; B, y,…， … 来 表示 矢量 , 用 小 写 拉 
于 字母 来 表示 标量 ， 
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(8 7.1 的 矢量 是 二 维 的 ) 可 以 是 任意 的 ， 首 先 , 从 以 下 事实 我 们 看 
出 维 数 可 以 推广 按照 $ 7.1 中 处 理 平面 位 移 和 平面 力 的 同样 的 
方法 可 以 处 理 空间 中 的 位 移 和 力 ， 唯 一 的 差别 是 , 对 于 空间 的 情 
形 ， 和 撩 量具 有 三 个 分 量 (z1， 22; 03)， 而 平面 矢量 共有 了 两 个 分 量 . 
其 次 , 在 静 力 学 理论 中 我 们 可 以 看 出 , 作用 在 刚体 上 的 力 能 够 
分 解 成 六 个 分 量 : 作用 在 重心 上 沿 三 个 互相 垂直 方向 的 拉力 和 绕 
这 些 垂 直 轴 的 三 个 旋转 力矩 .两 个 力 的 合力 的 分 量 还 可 以 通过 各 
力 的 分 量 来 计算 , 而 数 乘 运算 (用 实数 去 乘 ) 的 含义 同上 面 一 样 . 
更 一 般 地 ,对 任意 正 整数 %, 全体 -数组 = (al …, an) 构成 
一 个 % 维 矢量 空间 , 可 以 把 它 看 作 % 维 几何 空间 ， 例 如 , 直线 是 形 
为 a 十 tb (mB 固定 ,Bb 寺 0;t 是 变量 ) 的 元 素 的 集合 ; al，…, am 的 


重心 是 二 (ai 十 … 十 om)， 等 等 (这 将 在 $ 9. 13 中 叙述 )、 为 了 得 到 


完整 的 几何 理论 ， 我 们 只 须 如 在 $ 7.10 中 那样 引进 距离 的 概念 . 
第 二 方面 的 推广 来 源 于 下 面 的 观察 ; 就 涉及 的 代数 性 质 而 论 ， 
矢量 的 分 量 和 标量 都 不 一 定 是 实数 , 而 可 以 是 任意 域 上 的 元 素 . 实 
际 上 , 侣 有 复 分 量 的 矢量 在 电路 理论 和 电磁 学 中 常常 被 用 到 . 而 在 
第 十 四 荤 中 , 我 们 是 以 研究 含有 有 理 标 基 的 矢量 作为 代数 数论 的 
前 面 两 段 所 描述 的 推广 合并 起 来 叙述 就 是 ， 对 于 任意 正 整 数 
n ( 维 数 ) 和 任意 标量 域 了 推广 都 成 立 、 

” 例 矢量 空间 F" 是 以 所 有 -数组 «= (ai,…, a,), B= (5b 
…,0,),…( 其 中 分 量 4;,8; 在 中) 作为 它 的 元 素 . 1" 中 的 加 法 和 
数 乘 运算 定义 如 下 : 

(al G1) 十 《0 0 Bn) = (Qi 二 bi, Qn + Db,), (5) 
C (G1, Ca) 一 《CO CQn). (6) 
定理 1 在 和 关 量 空间 V 二 8* 中 ， 夭 量 加 法 和 数 束 运算 具有 下 
* 200。 


列 性 质 ， 


在 加 法 运算 之 下 了 是 阿 贝 耳 群 3 (7) 
c(t+p)=caTecB, (ci+e)%=cat+oa( 分 配 律 ) (8) 
(ce')a=ce(e'a), 1l:a=a. (9) 


证 明 ”我 们 首先 验证 关于 群 的 公设 ， 和 天 量 加 法 满足 结合 律 ， 

这 是 因为 对 任意 象 上 面 那 样 定义 的 和 拓 量 «a 和 有 ， 和 任意 和 拓 量 ?= 
(c1,…, Cn), 我 们 有 

(a+ pb)+y= (CI 十 六 十 cb ,Gtbt es) = + (B+Yy). 
上 式 是 根据 域 中 加 法 的 结合 律 (3 6.4), 对 每 个 ;i， 有 (@i; 十 8;) 十 6， 
二 Gi 十 (bi 十 C;)， 特 殊 矢量 0= (0,…, 0) 起 着 单位 元 素 的 作用 ,而 
一 Q 二 (一 Qj 一 0 在 &% 十 (一 %) = 二 (一 %) 十 a= 二 0 的 意义 下 是 的 
复元 款 ， 注 意 ， 一 a= (一 Ua 还 是 矢量 w% 与 标量 (一 1) 的 乘积 ,而 
0 三 0a, 对 任意 &. 

因为 对 每 个 站 有 ai 十 5b; 二 b; 十 qs, 所 以 上 述 群 是 可 交换 的 . 同 
样 地 ， 定 义 (5) 和 (6) 将 分 配 律 (8) 的 两 边 化 为 分 量 所 在 域 中 的 分 
配 律 . 


习 题 
1 设 a=(1,1,0), B=( 一 到 0% 子 ) ?=(0 地,2), 计 算 : 
(a) w 十 26 十 3?， 
(b) 3(a+pP)—2(8+7Y), 
(ce) a, Pp, 的 重心 是 什么 ? 
(d) 解 方程 6 十 5£6= Q， 
2. 设 c= (1,j,0), B=(0,1 一 i, 2 站 ,p= (1,2 一 纪 了) 计算 : 
(a) 2¢— ip, 
(6) iat+ (1+i) PB- (it+3)y, 
(c) 解 方程 a 一 论 = pb. 
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3. 设 c 和 有 如 习题 1 和 习题 2 所 述 , 试 把 线段 CO 分 为 2:1. 
*4， 设 a 和 PB 如 习题 2 所 述 ,你 能 把 线段 a 分 为 1:2i 吗 ? 并 加 以 说 明 . 
设 Z3 是 由 % 维 天 量 组 成 , 其 分 量 属 于 模 3 整数 域 . 试问 
(a) 23 中 有 多 少 天 量 ? 
(b) 关于 Z3 中 的 a 十 a 十 a, 你 能 说 些 什么 ? 

“6。 你 能 够 定义 Z3 中 任意 两 点 间 的 “中 点 ” 吗 ? 能 定义 任意 三 点 (或 四 
瓦 ) 的 重心 吗 ? (提示 : 试验 数值 例子 . ) 


Cl 


$7.3 天 量 空间 与 子 空间 


我 们 现在 来 定义 矢量 空间 的 一 般 概 念 ， 矢量 空间 实质 上 了 恕 是 
一 个 代数 系统 , 它 的 元 素 在 矢量 加 法 和 数 滋 运算 之 下 组 合 在 一 起 ， 
这 里 的 数 (标量 ) 是 属于 一 个 适当 的 域 刀 ， 对 于 这 两 个 运算 ， $7.2 
中 列举 的 法 则 都 成 立 . 

定义 域 再 上 的 矢量 空间 下 是 满足 下 面条 侍 的 矢量 的 集合 : 
VV 中 住 意 两 个 矢量 & 和 月 确定 一 个 (唯一 的 ) 矢 量 at+b 作为 和 ; 任 
意 矢量 CCEF 和 任意 标量 CEF 确定 一 个 “ 数 来 ” 积 ， 它 具有 性 质 (4) 
和 (7)~(9). 

(法 则 (8) 和 (9) 对 于 所 有 天 量 a 和 凡 以 及 所 有 标量 c 和 ec' 都 
成 立 . ) 

定理 工 实质 上 表明 , 对 任意 正 整数 2 和 任意 域 严 是 矢量 空 
间 . 还 有 很 多 无 穷 维 夭 量 空间 ， 它 们 在 现代 数学 分 析 中 起 着 基本 
的 作用 . 

例如 ， 设 仿 表 示 所 有 实 变量 z 的 函数 了 (zx) 的 集合 ，f(x) 在 区 
加 0 和 xz 科 1 上 单 但 连续， 两 个 这 样 的 图 数 f(x) 和 g(z) 的 和 有 (x) 
二 了 (zx) 十 g(x) 是 含 中 的 一 个 函数 ， 并 且 jx) 与 实 常 数 e 的 “ 数 乘 ” 
积 cf(z) 也 是 一 个 这 样 的 函数 .这 些 函 数 不 可 能 用 篇 头 表 示 ， 但 
是 ， 它 们 的 加 法 和 数 乘 运算 县 有 同 我 们 前 述 例子 同样 形式 的 代数 


性 质 ， 其 至 可 以 认为 ， 这 个 集合 S 中 的 矢量 在 线段 0<x<1 的 每 
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一 后 上 有 一 个 分 量 ( 即 函 数值 ! ). 
再 有 , 考虑 函数 f, 它 的 定义 域 是 任意 集合 S (比如 说 , 任意 平 
面 区 域 ), 它 的 取 值 域 是 域 f， 这 就 是 说 ，f 赋 给 每 个 x&€5 一 个 值 
f(z)EF. 如 果 和 4= 了 +9 及 “ 数 乘积 疡 = cf 是 用 方程 h(w)= (x) 
十 9(o) 及 2)=cfz) 对 每 个 zcS 分 别 定义 的 , 那么 所 有 这 样 函 
数 了 的 集合 构成 下 上 的 矢量 空间 . 
为 了 与 我 们 所 用 的 群 的 加 法 记号 相 一 致 ， 我 们 用 0 表示 这 个 
群 的 单位 元 素 , 它 是 满足 
g++0=0 十 a 二 ga， 对 一 切 &a (10) 
的 唯一 的 “ 零 ” 矢 量 ， 零 矢量 0 与 零 标 量 0 不 应 被 混 消 ， 然 而 ， 它 
们 两 个 却 都 是 单位 元 素 . 
事实 上 , 对 所 有 的 c 和 w 由 (8) 的 两 个 分 配 律 得 到 
cat+ Og= (ci+0)ag= ea= ca 0, 
oa 二 c0=c(at+0) 一 ca 一 ca 十 0， 
现在 请 去 两 边 的 ca, 我 们 得 到 两 个 公式 
0x 一 0, 对 一 切 ai; c0=0, 对 一 切 ec. (11) 
由 有 ,“ 数 乘 " 积 (一 1)a 在 群 中 充当 任意 给 定 矢量 a 的 逆 元 素 ， 
这 因为 
&X 十 (一 1)a 王 1.0 十 (一 1)w 王 [1 十 (一 1 ]x=0a 一 0. 
因此 z 
在 (加 法 ) 群 中 , 任意 矢量 & 的 逆 和 拓 量 是 (一 1D) a. (12) 
由 (11) 和 (12) 得 出 ， 任 意 矢量 的 “ 幕 " 的 循环 子 群 是 由 不 同 整 数 m 
和 a 的 乘积 组 成 . 
在 普通 的 三 维 矢量 空间 R 中 ,位 于 一 个 固定 平面 上 通过 原点 
的 所 有 矢量 构成 一 个 二 维 矢 量 空间 ， 它 是 整个 空间 的 一 部 分 .类 
似 地 , 位 于 一 个 国定 吾 线 上 通过 原 反 的 所 有 矢量 的 集合 5S, 在 加 法 
和 数 乘 运 算 之 干 是 封闭 的 ,因此 这 个 集合 也 是 R: 的 “ 子 空间 ”. 
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定义 矢量 空间 区 的 子 集 合 @， 如 果 它 对 于 杞 中 的 矢量 加 法 
和 数 来 运算 也 是 一 和 关 量 空间 ， 那 么 访 称 为 的 子 空间 . 

一 个 非 空子 集 纺 是 子 空间 当 且 仅 当 心中 任意 两 个 矢量 之 和 还 
在 3 中 ， 并 且 @ 的 任意 矢量 与 标量 的 乘积 还 在 8 中 ， 从 定义 出 发 
可 以 很 容易 地 验证 这 个 命题 .很 显然 ， 子 空间 的 定义 同 以 前 子 域 
和 子 群 的 定义 相 类 似 ， 从 几何 上 讲 ，“ 子 空间 ”只 不 过 是 通过 原点 
0 的 线性 子 空 间 ( 直 线 , 平面 等 等 ). 

例如 , 对 任何 域 R， 形 为 (0, x2, 0, z4) 的 全 体 矢量 构成 Fr 的 子 
空间 ， 还 有 , 单独 一 个 零 僚 量 0 是 任意 矢量 空间 的 子 空间 ， 

再 有 ， 次 数 最 高 是 7 的 多 项 式 集合 是 所 有 多 项 式 构成 的 矢量 
空间 的 子 空间 , 这 里 不 管 多 项 式 的 基 域 是 否 是 实数 域 ， 类似 地 , 定 
义 在 区 间 0 委 z 和 1 上 的 全 体 连 续 函 数 的 集合 是 定义 在 同一 个 定义 
域 上 所 有 国 数 的 线性 空间 的 子 空 间 . 

在 矢量 空间 六 中 , 给 定 矢量 xl，… am, 所 有 wi 的 线性 组 合 

C101 十 … 十 CnQm (每 个 c; 是 标量 ) 
的 集合 是 子 空间 , 这 是 因为 对 所 有 矢量 w 和 所 有 标量 c;, cj， 及 6， 
恒等式 : 
: (Cc1Qi1 十 十 CmQm) 十 (cial 十 … 十 Cnrom) (13) 
一 (cl 十 ci)ali 十 … 十 (com 十 cm)Qm 
C (ci 十 … 十 Cnom) 一 (C ca 十 十 (c cn)an (14) 
都 成 立 ， 这 就 证 明了 

定理 2 矢量 空间 亚 中 任意 一 组 矢量 的 所 有 线性 组 合 的 集合 
是 六 的 予 空 间 ， 

这 个 子 空间 显然 是 包含 所 有 给 定 矢 量 的 最 小 子 空间 ， 因 此 称 
它 为 由 给 定 矢 量 生 成 (或 张 成 ) 的 子 空 间 ， 由 单个 矢量 a1 才 0 张 成 
的 子 空间 是 所 有 “ 数 莱 ” 积 ca 组 成 的 集合 Si 在 几何 上 上， 就 是 
通过 原点 和 a 的 直线 ， 类 似 地 ， 由 两 个 非 共 线 的 矢量 ui 和 oz 张 
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成 的 子 空间 实际 上 是 一 个 通过 xu az 和 原点 的 平面 . 
定理 3 夭 量 空间 太 的 任意 两 个 子 空 间 的 交 人 启 人 有 是 屎 的 
子 空 间 ， 
证 明 ”两 个 给 定 的 子 空间 S 和 了 了 的 交 ， 定 义 为 既 属 于 S 叉 属 
于 了 的 所 有 矢量 的 集合 SNNT( 参 儿 § 6.9 定理 17， 关 于 两 个 子 群 
的 交 )， 如 果 & 和 BB 是 两 个 这 样 的 矢量 ， 则 它们 的 和 a 十 一定 在 
心中 (因为 名 是 包含 < 和 的 子 空间 ), 同样 也 一 定 在 人 中 ,因此 它 
也 在 交 SDT 中 ， 类 似 地 , 任意 矢量 wx 的 “ 数 乘 ”" 积 ca 在 SNT 中 . 
证 毕 
出 有 ,矢量 空间 VV 的 任意 两 个 子 空间 SS 和 了 确定 一 个 集合 S 十 
了 , 它 古 由 所 有 和 a 十 6 组 成 ,其 中 & 属于 5, 6 属于 了 .根据 交换 
律 , 结合 律 和 分 配 律 (3) 和 (4), 集合 5S 二 了 T 了 是 个 子 空间 , 称 为 8 和 TT 
的 线性 和 或 线性 张 成 ， 显 然 , 它 包含 S 和 了 ,而 其 他 任意 同时 包含 
5 和 了 的 子 空间 有 都 包含 它 ， 因 此 线性 和 的 概念 类 似 于 两 个 子 群 
的 并 (参见 § 6.8). S+ 的 这 些 性 质 可 以 叙述 为 
SCS+T, TCSHTITT, 《15) 
由 SCR 和 和 TCER, 推出 SS 十 TCR， z 
这 里 SCBR 的 意思 是 子 空间 今 包 含 在 子 空间 及 中 . 


刁 圳 


.证 明 : 在 任何 矢量 空间 中 , 由 ca =0 可 推出 或 者 c=0, 或 者 a=(. 
， 设 a, PB,y 如 $7.2 习题 1 中 所 述 , 计算 


7| 2(a—38) + 二 (3R 一 67) |-2(a—») 十 568 二 20. 


3 


Co 


， 设 a, 如 $7.2 习题 2 中 所 述 , 计算 (1 二 22) (2a 一 3 有 ) 一 8a 一 91ip. 
， 下 列 Q"(n 宇 2) 的 子 集合 中 ， 哪 些 组 成 子 空间 (这 里 5 表示 矢量 
(Zn )? 

(a) 分 量 x 为 整数 的 所 有 上 器 

(b) 分 量 X=0 的 所 有 与 


小 
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(C) 或 者 分 量 2 =0 或 者 分 量 xX;=0 的 所 有 后 
(d) 满足 条 件 3z: 十 47: =1 的 所 有 &; 
(e) 请 足 条 件 7#1 一 ?=0 的 所 有 所 
5， 下 列 定义 在 0<z 志 1 上 的 实 函数 f(x) 的 集合 中 ,哪些 是 0<z<1 上 
所 有 实 国 数 天 量 空间 的 子 空间 : 
(a) 所 有 四 次 多 项 式 ; 
(b) 所 有 四 次 或 低 于 四 次 的 多 项 式 (包括 了 (z) 一 0); 
(c) 满足 条 件 21(0) = 了 (1 的 所 有 了 图 数 ; 
(d) 满足 条 件 0 十 (1)= 了 (0) 十 1 的 所 有 函数 ; 
(e) 所 有 正 了 负数; 
(f) 对 一 切 z 满足 fy(z) =f 了 (1 一 xz) 的 所 有 沙 数 . 

6. 当 D 取 作 域 天 时 ，§ 3. 3 习题 3 所 描述 的 国 数 集合 中 ， 哪 些 构成 矢量 
空间 ? 

7， 设 3 是 Qs 的 子 空间 , 它 是 由 所 有 形 为 (0, ra, ws) 的 矢量 组 成 ,而 四 是 
由 舌 量 (1, 2, 0) 和 (3，1，2) 张 成 的 子 空间 .哪些 矢量 在 Sn 了 中: 哪些 矢量 
在 心 十 到 中 ，? 

8， 在 Zi 中 , 有 多 少 矢 量 是 由 (1, 2，1) 和 (2，1，1) 张 成 的 ， 有 多 少 拓 量 
是 出 (1, 2, 1) 和 (2, 1, 2) 张 成 的 ? 

9 证明: 在 Q 中， 平面 zs=0 可 以 由 下 面 每 对 矢量 张 成 : (1, 0, 0) 和 
(1, 1, 0); (2, 2 0) 和 (4, 1 0) (3, 2,0) 和 (一 3,2,0). 

10， 证 明 : 如 果 心 是 由 后 和 所 张 成 ， 允 是 由 71，72 和 7s 张 成 ， 那 么 
驴 十 全 是 由 和 ,62 F717, 和 7s 张 成 ， 推 广 这 个 结果 ， 
11， 构造 Zi 的 加 法 表 , 并 列 出 它 的 子 空间 . 
12， 构 造 ZZ 的 加 法 表 , 并 列 出 它 的 子 空间 . 
13， 证 明 : 一 对 齐 次 线性 方程 atzs 十 … 十 aza=0，DiZi 十 … 十 pan 一 0 
(其 中 6 0 x; 全 都 属于 了 ) 的 所 有 解 (z za) 的 集合 是 丈 " 的 子 空间 . 
“14， 证明: 矢量 空间 公设 1.c=<c 不 能 从 其 他 公设 推出 ， (提示 :在 平 
面 上 构造 “ 伪 数 乘积 ce@a, 它 是 ca 在 固定 直线 上 的 投影 , ) 
“15， 证 明 : 对 于 矢量 加 法 的 交换 律 公设 是 多 余 的 ， (提示 : 用 两 种 方法 
展开 (1 十 ]) (g++p).) 
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$7.4 线性 无 关 与 维 数 


天 量 空间 或 者 子 空间 的 维 数 这 一 重要 几何 概念 尚 待 给 出 抽象 
的 定义 ， 它 将 被 描述 为 张 成 这 个 空间 (或 子 空间 ) 的 矢量 的 最 少 
个 数 . 
例如 , 普通 空间 R? 可 以 由 三 个 矢量 (1,0,0)，(0,1,0) 和 (0,0,1) 
张 成 ， 它 们 分 别 是 沿 三 个 坐标 轴 的 单位 舌 量 (长 度 为 1 )， 但 是 RS 
不 能 由 两 个 矢量 张 成 (两 个 非 共 线 矢 量 张 成 一 个 通过 原点 的 平 
面 )。 因 此 R -的 维 数 是 3. 
更 一 般 地 , 任意 F” 由 % 个 单位 关 量 
e!l= (1, 0,.…, 0), 
es= (0, 1, …, 0)， / (16) 


2 ， = (0, 0,.…, 1) 
张 成 ， 实际 上 , "中 任意 矢量 是 这 些 单位 和 失 量 的 线性 组 合 ， 这 
因为 
(Ze 0 一 TIE1 十 十 nrEr。 (17) 
我 们 将 在 定理 5 的 推论 2 中 证 明 ，7” 不 能 由 少 于 %* 个 舌 量 张 成 ， 
因此 有 理由 称 F" 为 域 了 上 的 % 维 矢量 空间 . 

不 仅 21,…, es 生成 整个 空间 7", 而 且 ，ziel 十 … 十 zues=0 当 
且 仅 当 (zb za) 二 《0,…,0)， 期 当 且 仪 当 %=…=w 二 0， 这 意 
味 着 单位 矢量 在 下 述 意 义 之 下 是 线性 无 关 的 . 

定义 矢量 Q1，…， Qn 线性 无 关 ( 在 百 上 ) 当 且 仅 当 对 到 中 一 
切 标 量 Ci 

由 CiQ1 十 … 十 conan 一 0 推出 C1 二 二 6% 二 0， (18) 

一 组 夭 量 如 采 不 是 线性 无 关 的 , 则 称 它 们 线性 相关 . 
线性 无 关 的 失 量 组 的 任意 子 集 合 还 是 线性 无 关 的 ， 这 是 定义 
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的 明显 的 结论 ， 然 而 ， 下 面 关 于 线性 组 合 与 线性 相关 之 间 的 关系 
更 为 重要 . 
”定理 4 在 空间 信 中 非 索 关 量 Q,…, am 线性 相关 当 且 仅 当 这 

此 矢量 中 的 某 个 矢量 是 它 前 面 几 个 矢量 的 线性 组 合 . 

证 明 在 矢量 a 是 饭 前 面 儿 个 矢量 的 线性 组 合 &i 二 C101 十 … 
十 cb_1az_1 的 情况 下 , 我 们 立刻 有 一 个 线性 关系 

6101 十 … 十 CQ 1 十 (一 1)a 一 0， 

其 中 到 少 有 一 个 系数 (一 1) 不 为 零 . 因此 根据 (18)， 这 些 矢 量 线 
性 相关 ， 

反之 , 假定 矢量 1,…, av 线性 相关 ,于 是 dai 十 十 dnQm 二 0， 
选取 最 大 的 下 标 %, 使 得 去 0, 然后 把 a 表示 成 线性 组 合 

Qe=(—ds dA)Wu+ + (—d: de-1) Wi 

除了 = 二 1 的 情形 之 外 ， 上 式 将 4; 表 为 它 前 面 儿 个 笑 量 的 线性 组 
合 ， 在 qiai:=0( 其 中 国 寺 0) 的 情形 中 ， 故 有 al =0， 这 同 我 们 给 定 
的 天 量 没 有 一 个 为 零 拓 量 的 假定 巴 盾 . 

例如 , 三 个 矢量 Bi == (2, 0, 0), Bs 二 (1, 3,0) 和 ps 二 (0, 一 2,0) 
不 能 张 成 整个 空间 R3,， 因为 它们 位 于 同一 个 平面 上 ， 我 们 可 雇用 
关系 Bi 一 2B2 一 3Bs= 二 0 或 者 ( 解 出 B1) 用 关系 二 2Bs 十 3B3 来 表示 
这 个 线性 相关 ， 于 是 集合 (B1, 6;，B) 同 它 的 一 个 真子 集 (B。,， PB) 
张 成 同一 个 子 空间 .这 就 证 明了 

推论 1 一 组 矢量 线性 相关 当 且 仅 当 它 包含 一 个 真 ( 即 最 小 ) 
子 集 与 尿 和 关 量 组 张 成 同一 个 子 空间 : 

这 也 就 是 说 , 我 们 可 以 从 这 组 矢量 中 , 删 去 任意 一 个 矢量 ， 马 
是 0 或 者 它 是 它 前 面 矢 量 的 线性 组 合 ， 并 可 证 明 剩 下 来 的 矢量 生 
成 的 子 空 间 与 原来 一 组 矢量 生成 的 子 空间 相同 ， 现 在 用 归纳 法 ， 
我 们 得 到 

推论 4 任意 有 限 的 矢量 集合 包含 一 个 线性 无 关 的 子 集会 ， 
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它 张 成 的 子 空间 与 原 集 合 张 成 的 子 空间 相同 . 

现在 我 们 可 以 叙述 线性 相关 的 基本 定理 . 

定理 5 设 即 个 矢量 张 成 夭 量 空间 ， 它 包含 了 个 线性 无 关 
夭 量 ,那么 18 关 7， 

证 明 设 4o= [ao …， Qj] 是 张 成 VF 的 % 个 矢量 的 序列 ,并 设 
和 = [61，…，1j] 是 玉 的 ?个 线性 无 关 矢量 的 序列 ， 因 为 4o 张 成 
V, 所 以 所 是 wo …, an 的 线性 组 合 , 因此 序列 Bi=[&1,， 01，…，Q] 
张 成 V, 而 且 是 线性 相关 的 ， 根 据 定理 4，Bi 的 某 一 个 矢量 必 与 它 
前 面 的 矢量 线性 相关 ， 这 个 矢量 不 可 能 是 1， 因为 5 属于 线性 无 
关 矢 量 组 XX， 因此 在 Bl 中 ， 某 个 矢量 i 依赖 于 它 前 面 的 天 量 如 ， 
cx ，…，Qi-1， 象 推论 1 那样 ， 删 去 这 个 矢量 &;, 子 序列 41=[&1， 
op 050 ci on] 仍然 张 成 下 

现在 重复 论证 ， 构 造 序 列 Bo=[6o，A41]==[é62，é&1，01，*…*， 
Qi_10i+1 Qn, 同 Bi 一样, B; 张 成 V, 而 且 它 是 线性 相关 的 . 因此 、 
和 前 面 一 样 ,B; 中 某 一 个 矢量 是 它 前 面 天 量 的 线性 组 合 .因为 这 些 
E; 是 线性 无 关 的 , 所 以 这 个 矢量 不 会 是 和 或 5, 故 一 定 是 茶 个 az 
其 中 下 标 7 友 江 比如 说 , 二 从 ， 删 去 这 个 %, 剩 下 可 张 成 VY 的 % 个 
矢量 的 新 序列 

A» = [é2, 61, Oy ,Kil Citly ss jl Cj+1s "On 

这 一 论证 可 以 重复 7 次 , 直到 匀 的 元 宗 都 取 完 ， 每 一 次 失去 4 的 
一 个 元 素 ， 因 此 4 最 初 就 一 定 至 少 包含 个 元 素 ， 这 恕 证 明了 
n>7. 证 毕 

定理 5 有 儿 个 重要 推论 ， 虽 然 它 们 包含 的 “基底 ”和 “ 维 数 " 等 
概念 的 完整 涵义 直到 $7. 8 才 变 得 显然 ， 然 而 为 方便 起 见 , 我 们 现 
在 还 是 证 明 这 些 推 论 ， 

定义 生成 ( 张 成 ) 整 个 矢量 空间 的 一 组 线性 无 关 夭 量 称 为 这 
个 矢量 空间 的 基底 .一 个 矢量 空间 是 有 限 维 的 当 且 仅 当 它 有 一 组 
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有 限 基 底 . 

例如 , (16) 式 的 单位 矢量 e1,…, ei 是 环 的 一 组 基底 ， 

推论 1 任意 有 限 维 矢量 空间 卫 的 一 切 蔓 底 都 包含 着 相同 数 
目 ( 有 限 个 ) 的 元 素 . 

证 明 因为 VF 是 有 限 维 的 , 所 以 它 有 一 组 有 限 基 飞 

4 三 [ab …, on,], 
设 B 是 VV 的 任意 另 一 组 基底 ， 因 为 4 张 成 7， 并 且 B 是 线性 无 关 
的 ， 定 理 5 表明 B 是 有 限 的 , 比如 说 有 了 个 元 素 , 于 是 % 之 7. 为 一 
方面 , B 张 成 V, 而 4 是 线性 无 关 的 , 因此 7 宇 n, 所 以 w=7. 

有 限 维 矢量 空间 了 的 任意 一 组 基 展 中 元 素 的 个 数 称 为 了 的 维 
数 , 并 用 d[V] 表 示 .， 根据 定理 5 我 们 有 

推论 2 ”如果 拓 量 空间 三 的 维 数 是 10， 那么 , (DV 的 任意 有 十 1 
个 元 素 是 线性 相关 的 ; (这 )n 一 1 个 元 素 的 任意 集合 不 可 能 张 成 六. 

定理 6 有 限 维 矢量 空间 歹 的 任意 一 组 线性 无 关 矢 量 是 下 的 
基底 的 一 部 分 . 

证 明 设 这 个 线性 无 关 矢 量 组 是 二 …… 61, 并 设 ai，…，an 征 
F 的 一 组 基底 ， 构 成 序列 C=[61,…, 57, 91，…, wj， 我 们 从 C 中 
可 以 抽出 一 个 线性 无 关 的 子 序列 ( 定 理 4 的 推论 2)， 它 也 张 成 空 
间 V( 因 而 它 是 的 一 组 基底 )， 这 个 子 序列 是 通过 删 去 那些 是 它 
前 面 拓 量 的 线性 组 侣 的 和 拓 量 而 得 到 的 ， 因 为 这 些 5; 是 线性 无 关 
的 ， 所 以 没有 一 个 5; 被 删 去 ， 因 此 所 得 到 的 这 组 基底 包含 每 一 
个 所; | 

推论 和 维 矢量 空间 下 的 旬 个 矢量 Ql,…, 0n 是 一 组 基底 的 充 
分 条 件 是 ,或 者 它们 张 成 空间 下 ,或 者 它们 线性 无 关 ， 

证 明 如 果 4= [w, …, oo] 张 成 Y， 则 它 包含 一 个 子 集合 4 
这 个 4 是 了 的 一 组 基底 (定理 4 的 推论 2); 因为 V 的 维 数 是 %， 
所 以 4 必 有 7% 个 元 素 ( 定 理 5 的 推论 1》, 因此 4=4 于 是 4 是 了 
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的 一 组 基底 再 有 ， 如 果 4 是 线性 无 关 的 ， 那 么 根据 定理 6, 4 是 
基底 的 一 部 分 , 根据 定理 5 的 推论 1， 这 组 基底 应 有 % 个 元 素 ， 所 
以 4 本 身 就 一 定 是 一 组 基底 . 


习 是 
1. 证 明 : 在 丈 ?: 中 ,矢量 (e, az) 和 (5 5,) 线 性 相关 当 且 仅 当 610b, 一 a,6， 
一 0. 
2. 矢量 (1, 1, 0) 和 (0, 1 1 构成 Qis 的 一 组 基底 吗 ? 为 什么 
3. 证 明 : 如 果 忆 不 在 子 空间 含 中 , 而 在 由 信和 wx 张 成 的 子 空 间 中 , 那么 
& 在 由 S 和 张 成 的 子 空间 中 . 
4. 证 明 : 如 果 5, 6&2, és 在 BR* 中 线性 无 关 ， 那 么 和 十 6, 1 十 6 53 十 ， 
也 线性 无 关 ， 这 个 结论 在 每 个 F" 中 都 正确 吗 ? 
5，。 由 2Z3 中 四 个 线性 无 关 约 元 素 张 成 的 每 个 子 空间 中 有 多 少 个 元 素 ? 
推广 你 的 结论 . 
6， 定义 整 环 已 上 上 的 矢量 空间 , 在 这 个 更 一 般 的 情形 中 , 迄今 所 讨论 的 公 
设 和 定理 中 有 哪些 不 能 成 立 ? / 
*7. 证 明 : 具有 有 理 坐 标的 三 个 矢量 在 Qs 中 线性 无 关 当 且 仅 当 它 们 在 
BR 中 线性 无 关 . 按 两 个 方面 推广 这 个 结果 . 
8， 设 矢量 Qi,…, cn 线性 无 关 , 证 明 : 矢量 有 是 cu … cm 的 线性 组 会 
当 且 仅 当 笑 量 ch cmw 有 线性 相关 ， 
*9。 证明: 实数 1, V2 和 5 在 有 理 数 域 上 线性 无 关 ， 
10. 在 C3 中 找 出 四 个 矢量 , 它们 一 起 张 成 二 维 子 空间 , 并 且 它 们 之 中 任 
意 两 个 矢量 线性 无 关 . 
11. 证 明 : 如 果 ca 十 cB 十 ca 二 0, 其 中 cies 于 0， 那么 a 和 有 生成 的 子 
空间 与 名 和? 生成 的 子 空间 相同 . : 
12. 证 明 : 如 果 笑 量 空 间 V 的 两 个 子 空 间 S 和 了 具有 相同 的 维 数 ， 那 么 
由 仿 性 人 可 推出 太 =T. 
*13， (a) Z} 中 有 多 少 两 元 素 的 线性 无 关 组 ? 有 多 少 三 元 素 的 线性 无 关 
组 ? 有 多 少 四 元 素 的 线性 无 关 组 ， 
(b) 把 你 的 公式 推广 到 Z2 上 和 Z? 上 ， 
“14。 Zs 有 多 少 不 同 的 站 维 了 空间， 
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| $7.5 和 矩阵 与 行 等 价 

与 五 " 中 含有 数值 坐标 的 矢量 集合 有 关 的 问题 , 差不多 总 可 以 
手 述 为 联 立 线性 方程 组 问题 . 这样 ， 它 们 常常 可 以 用 $2.3 中 组 
述 的 消去 法 求解 。 我们 现在 就 开始 系统 地 研究 这 个 方法 ， 这 个 方 
诸 是 以 矩阵 及 其 行 等 价 等 基本 概念 为 中 心 的 。 我们 首先 给 出 矩阵 

定义 ”在 域 孔 上 ，m 行 和 % 列 元 素 组 成 的 长 方 阵列 称 为 情 上 
的 MXn 矩阵 . 

注 显然 , 任意 域 玉 上 的 全 体 由 xm 矩阵 在 下 述 两 种 运算 之 下 
构成 mn 维 矢量 空间 : (i) 用 同一 个 标量 c 去 乘 矩 阵 的 所 有 元 素 ; 
(ID) 两 矩阵 各 对 应 分 量 相 加 。 

我 们 现在 运用 怎 阵 的 概念 来 确定 , 在 什么 情况 下 F* 的 两 组 矢 
量 cu an 和 Bi1,…, B; 张 成 同一 个 子 空间 . 显然， 矢量 %，…， 
an 确定 一 个 m xn 矩阵 

Ui Ql2 Cn 

4 9 

Gm Co Gn : 
它 的 第 1 行 由 矢量 &; 的 % 个 分 量 ai ,ai 组 成 ， 上 矩阵 (19) 可 以 
贿 写 为 (aij)。， 第 阵 4 的 每 一 行 看 作 严 的 矢量 , 称 为 行 矢 量 ， 由 全 
体 行 矢量 张 成 的 本 的 子 空间 称 为 矩阵 4 的 行 空间 ， 我 们 现在 要 
癌 : 什么 时 候 两 个 m x 矩阵 有 相同 的 行 空间 呢 ? 也 就 是 说 ， 什 
么 时 候 它 们 的 行 矢量 在 F* 中 张 成 相同 的 子 空间 呢 ? 这 个 问题 的 
部 分 答案 是 通过 我 们 现在 要 定义 的 行 等 价 的 概念 给 出 的 . 

我 们 现在 考虑 下 列 称 为 初等 行 运算 的 三 个 典型 步骤 作用 在 
(19) 式 矩阵 4 时 的 效果 : 
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(i) 任意 两 行 互 换 . 
(ii) 某 一 行 元 素 乘 以 了 中 任意 非 零 常数 6. 
(iii) 某 一 行 的 任意 倍数 加 到 其 他 任意 一 行 上 . 
如 果 和 xz 矩阵 瑟 可 以 从 人 xm 矩阵 4 通过 有 限 次 初等 行 运 算得 
到 ， 那 么 称 刀 与 4 行 等 价 ， 因 为 每 一 个 这 样 的 运算 的 效果 可 以 通 
过 另 一 个 同类 型 运算 抵消 , 使 矩阵 不 变 , 因此 我 们 有 下 面 引 理 . 
5| 理 任何 初等 行 运算 的 北 仍 是 初等 行 运 站 、 
因此 ,如果 B 行 等 价 于 4, 那么 4 行 等 价 于 B, 也 就 是 说 , 行 
价 关系 是 对 称 的 ， 显 然 还 具有 自 反 性 和 传递 性 ， 因 此 它 是 一 个 等 
价 关系 . 
定理 了 行 等 价 矩 阵 具 有 相同 的 行 空间 . 
证 明 用 o,…, Qn 表示 mxn 和 矩阵 4 的 逐个 行 拓 量 . 那么 4 
的 行 空间 是 所 有 形 为 ciQ1 十 … 十 cmom 的 矢量 组 成 的 集合 , 并 且 初 
等 行 运算 变 为 
(i) ai 与 oj 互 换 ( 六 7). 
(ii) 对 任意 标量 e 寺 0, 用 ca; 代替 a. 
(iii) 对 任意 7 地 ; 和 任意 标量 d, 用 w 十 dai 代替 ai， 
只 须 考 虑 每 种 类 型 单个 初等 行 运算 作 用 在 行 空间 上 的 效果 .因为 
类 型 (i) 和 (iD 的 运算 显然 不 改变 行 空间 ， 所 以 我 们 只 注意 类 型 
(iii) 的 单个 初等 行 运算 的 情形 ， 取 一 个 典型 的 情况 ， 即 把 第 二 行 
的 倍数 加 到 第 一 行 上 ， 这 就 是 把 4 的 各 行 矢量 分 别 用 行 等 价 矩 阵 


B 的 各 新 行 矢量 

pi=ai 二 co Ps= 0, Pn = Am (20) 
来 代替 ， 五 的 行 空间 的 任意 矢量 ”具有 形式 ”= 五 ci6j， 因 此 把 
(20) 代 入, 我 们 有 


z y=6C1(%1 二 Ag) 十 Ca02 十 十 CnmQn? 
这 表明 ?在 4 的 行 空 间 中 ， 反 过 来 , 根据 引 理 , 4 的 行 矢 量 可 以 通 
。2T3 。 


过 8B 的 行 天 量 表示 为 
QI 一 有 一 gp ao 一 1 n= Bm, 
所 以 同样 的 论证 指出 4 的 行 空 间 包 含 在 吾 的 行 空 间 中 ， 于 是 两 个 
行 空间 相等 . 
上 上 述 证 明 立 即 得 到 
推论 寺 把 矩阵 4 化 为 行 等 价 矩 阵 召 的 任意 一 系列 初等 行 运 
算 可 以 明显 地 把 吾 的 行 矢量 表示 为 44 的 行 和 关 量 的 线性 组 合 . 
联 立 线性 方程 组 下 面 我 们 应 用 行 等 价 矩 阵 的 概念 重新 说 明 
一 下 § 2. 3 所 摘 述 的 “高 斯 消去 法 "， 考 虑 联 立 线性 方程 组 
QI 十 G1202 TT GinTn 一 Qi n+l 
Q2101 十 Ca2202 十 十 02n0n 一 0 n+l， 
(21) 
CN AGmoTo 十 十 Cr 一 Cn nt41, 
这 里 系数 mi; 是 域 五 中 已 知 常数 ， 我 们 想 要 知道 什么 样 的 解 和 失 量 
é = (Wl, Ta 0) (如 术 存 在 的 话 ) 满 足 已 知 方程 组 (21) 
容易 验证 ， 福 足 (21) 的 一 组 解 矢量 8 在 下 列 各 种 运算 之 下 是 
不 变 的 : 
(1) 任意 两 个 方程 互 换 . 
(11) 一 个 方程 乘 上 F 中 任意 非 零 常数 c. 
(ii 一 个 方程 的 任意 倍数 加 到 其 他 任意 一 个 方程 上 ， 
但 是 这 些 运 算 应 用 到 (21) 中 的 mx (n 十 1) 常 数 和 矩阵 (qij) 时 ,它们 
恰 是 前 面 定义 过 的 三 种 初等 行 运算 ， 这 就 证 明了 : 
推论 2 如 果 有 和 4 和 有 BB 是 同一 个 域 听 上 的 m x(n 十 1) 行 等 价 乱 
阵 , 那么 联 立 线性 方程 组 (21) 同 方程 组 
Di121 十 DioZa 十 … 十 Di 一 D1， nt1, 
oe 十 022X2 十 十 DonXn 一 02, + 
。。 soso. (21 ) 
bg 1 十 Dm2oX2 十 十 Dnntn = bm, n+1 
214。 


有 相同 解 矢 量 = (zb … xz) 集合 . 


习 题 
1， 设 4 和 B 是 行 等 价 矩 阵 , 证 明 : 4 的 行 矢量 线性 无 关 当 且 仅 . 当 五 的 
行 矢量 线性 无 关 ， 
2， 证 明 ， 如 果 运 算 ( 道 ) 用 下 面 (iii') 来 代替 , 那么 行 等 价 的 涵义 不 变 . 
“(iii’) 任 章 一 行 加 到 其 他 任意 一 行 . 
3. 证明 : 任意 (i) 类 初等 行 运算 可 以 用 四 次 (i)、(iii) 类 运算 来 完成 ， 
(提示 : 用 2x2 和 矩阵 试验 .) 


$ 7.6 线性 相关 的 检验 


现在 我 们 的 目的 在 于 使 用 初等 行 运算 把 已 知 的 m xn 算 阵 4 
尽 可 能 简化 ， 在 4 的 任意 非 零 的 行 中 ， 第 一 个 非 零 元 素 称 为 这 一 
行 的 “ 首 ” 元 素 ， 如 果 和 矩阵 4 满足 下 列 两 个 条 件 ， 则 我 们 称 4 是 行 
简化 矩阵 : 

(a) 每 个 首 元 素 ( 非 零 行 的 ) 是 1 

(b) 包含 这 样 的 首 元 素 的 每 列 中 , 其 他 元 素 都 是 零 


4x6 行 简化 和 矩阵 的 例子 是 
0 0 1 714 TIs 了 16 】 di, 0 ds 0 die 
1] 0 0 Yo 7 0 0 1 a 0 dad 
24 25 《26 24 26 , (22) 
0 1 0 Tao4 Ta5 了 了 36 0O 0 0 0 1 ds6 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
定理 8 任意 矩阵 A， 可 通过 (ii) 类 和 (111) 类 初等 行 运 芷 使 
它 行 等 价 于 行 阐 化 和 矩阵, 


证 明 假设 含有 元 素 4;; 的 已 知 矩 阵 4, 它 的 第 一 行 非 零 ， 其 

首 元 素 是 a1,， 位 于 第 t 列 、 用 all 乘 第 一 行 , 这 行 的 首 元 聚变 为 
1. 现在 对 每 个 ?二 1 从 第 i 行 减 去 第 一 行 的 a;; 倍 .这 就 把 第 1 列 
的 其 他 每 个 元 素 化 为 零 , 因此 对 于 第 一 行 , 条 件 (a) 和 (b) 满 足 . 
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现在 按照 同样 的 方式 逐次 处 理 其 他 各 行 ， 在 处 理 第 行 时 ， 
含有 第 1,…,k 一 1 各 行 首 元 素 的 列 中 的 元 素 不 变 ， 这 是 因为 这 些 
列 和 第 行 交叉 的 元 素 都 已 变 为 零 ， 因 此 当 处 理 完 第 6 行 之 后 ， 
我 们 得 到 的 矩阵 其 前 行 满足 条 件 (a) 和 (b)， 对 用 归纳 法 就 推 
出 定理 8. 

通过 行 的 置换 ( 即 相继 进行 (i) 类 初等 行 运算 ), 显然 我 们 可 以 
重新 排列 行 简化 矩阵 忆 的 各 行 , 使 得 

(c) 五 的 每 个 零 行 都 排 在 BR 的 所 有 非 零 行 的 下 面 . 

假定 有 7 个 非 零 行 , 对 于 i=1,2,…, 7, 第 i 行 首 元 素 出 现在 
让 列 ， 因 为 所 有 这 样 的 列 中 其 他 元 素 都 为 零 ， 所 以 当 大 7 了 时 我 们 
有 大 ty， 再 通过 行 的 置换 , 我 们 可 重新 排列 且 使 得 

(d) 二 二 … 一 t; (第 4 行 首 元 案 在 第 1 列 中 ). 

如 果 行 简化 矩阵 还 满足 (ec) 和 (d) ， 则 称 为 ( 行 ) 简 化 梯形 矩阵 
( 首 元 素 位 于 “ 梯 ” 上 )， 我 们 已 证 明了 

推论 ”任意 矩阵 同 简化 梯形 矩阵 行 等 价 . 

例如 , (22) 式 的 第 二 个 和 矩阵 已 经 是 简化 梯形 矩阵 ; (22) 式 的 第 
一 个 矩阵 却 不 是 , 但 是 , 把 第 一 行 放 在 第 三 行 下 面 就 可 化 成 简化 梯 
形 矩 阵 . 

定理 9 设 国 是 舍 有 非 震 行 Pb …，?r 的 行 简 化 矩阵 ， 各行 首 
元 素 1 位 于 第 斑 ，…， 扬 列 ， 那 么 对 加 的 行 空 间 中 的 任意 矢量 有 
有 

B=yyit + yy | 

其 中 ;的 系数 Y; 是 的 第 列 的 元 素 , 也 就 是 的 第 而 个 分 量 . 

证 明 ”因为 至 的 第 专 列 元 素 除 了 vy; 行 那个 元 素 是 1 外 , 其 余 
都 是 0, 所 以 6 的 第 去 个 分 量 一 定 是 y:1. | 

推论 1 行 简化 矩阵 的 全 体 非 堆 行 夭 量 线性 无 关 . 

这 是 因为 如 果 B= 0 则 根据 上 述 定理 每 个 y; 二 0. 
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推论 2 设 mx% 和 矩 阵 4 与 行 简 化 矩 阵 屁 行 等 价 ， 那 么 如 的 
全 体 非 震 行 矢量 构成 4 的 行 空间 的 一 组 基底 . 
证 明 根据 推论 1, 有 R 的 这 些 行 和 拓 量 线性 无 关 ,， 并 张 成 为 的 行 
空间 ， 于 是 它们 是 这 个 行 空间 的 一 组 基底 ,根据 定理 7, ER 的 行 空 
间 与 4 的 行 空间 恒 等 . 证 毕 
矩阵 4 的 行 空 间 的 维 数 称 为 矩阵 4 的 秩 , 记 作 rank(4), 因为 
这 个 空间 是 由 4 的 全 体 行 矢量 张 成 ， 这 些 行 矢量 一 定 包含 张 成 行 
空间 的 一 组 线性 无 关 的 行 矢量 , 所 以 我 们 看 到 , 4 的 秩 也 可 被 描述 
成 4 的 线性 无 关 行 矢量 的 最 大 数目 . 根据 定理 7?, 行 等 价 和 矩阵 具有 
相同 的 秩 . 
特别 是 , 史 xz2 矩阵 ( 方 阵 ) 4 的 秩 为 如 当 且 仅 当 它 的 所 有 行 矢 
景 线性 无 关 ， 主 对 角 线 (从 左上 方 到 右 下 方 ) 上 的 元 素 都 为 1， 而 
其 他 元 素 都 为 0 的 nx 和 矩阵 称 为 %xn 单位 和 矩 阵 , 记 作 工 . 
推论 3 一 个 nxn 算 阵 的 秩 为 n 当 且 仅 当 它 与 %X%n 单位 矩 
阵 1 行 等 价 ， 
证 明 设 4 与 秩 为 n 的 简化 梯形 矩阵 召 行 等 价 ， 则 和 矩阵 如 有 
2 个 非 零 行 拓 量 , 因此 % 个 首 元 素 1 在 % 个 不 同 的 列 中 ,在 这 些 列 
中 除了 首 元 素 外 没有 其 他 非 零 元 素 (这 些 列 包 括 所 有 的 列 ). 适当 
调整 行 序 , 则 互 恰好 是 单位 矩阵 和 证 毕 
在 检验 天 量 线性 无 关上 时， 或 更 一 般 地 ， 在 计算 子 空间 的 维 数 
(等 于 第 阵 的 秩 ) 时 , 不 一 定 使 用 简化 梯形 矩阵 , 只 须 把 矩阵 化 为 任 
意 梯 形 怎 阵 就 可 以 了 , 例如 下 面 的 4x7 惩 阵 的 形式 
'0 1 os Wa dis dise di 
0 0 1 dss do qa 
0 0 0 0 1 ds dl 
0 0 0 0 0 0 0 
于 是 梯形 矩阵 可 以 通过 下 面条 件 来 定义 ， 每 一 非 零 行 的 首 元 素 是 
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1, 第 一 行 后 的 每 一 行 中, 首 元 素 1 前 零 的 个 数 大 于 前 面 那些 行 首 
元 素 前 零 的 个 数 ， 

这 样 ， 化 成 梯形 矩阵 之 后 ， 利 用 下 面 的 定理 可 直接 求 出 矩阵 

定理 10 任意 矩阵 4 的 秩 是 任意 行 等 价 于 4 的 梯形 和 矩阵 的 
非 替 行 的 个 数 , 

证 明 将 留 作 习 题 . 

例 检验 gi=(1, 一 1,1,3), 0 一 (2， 一 5, 3, 10) 和 us= (3, 3， 
1, 1) 的 线性 无 关 性 . 

通过 (iii) 类 初等 行 运 算得 到 新 的 行 拓 量 p= 二 01，ps 二 0 一 291 
= (0, —3,1,4), Hs= &s— 331= (0, 6, 一 2 一 5)， 最 后 , 设 2p1 二 pb 


pz= 一 了 boys= 一 6ya= 8 二 28:=0. 结 果 得 到 含有 行 矢量 yi 
y2,73 的 梯形 矩阵 C， | 


(] —1 ] ,| 
1 4 
C= — 一 
0 ] 3 
0 0 0 


因为 C 有 零 行 ， 所 以 原来 的 矢量 cl az, as 线性 相关 ， 把 前 面 的 关 
系 代 入 y= 0 中 , 我 们 得 出 w 之 间 明 显 的 依赖 关系 

0=ys= ps+2p2= (as 一 3x 二 +2(0 一 2) 二 一 701 十 202 十 Qs， 

行 等 价 的 附录 ”简化 梯形 和 矩阵 为 行 等 价 性 的 检验 提供 了 方 
便 的 方法 . 

定理 11 只 存在 一 个 mx% 简化 梯形 矩阵 如 具有 已 知行 室 间 
SCF". | 

证 明 设 具 有 行 空 间 六 的 简化 梯形 怎 阵 召 有 非 零 行 天 量 yb 
"pr, 这 里 也 ; 的 首 元 素 是 1, 位 于 第 去 列 中 . 由 条 件 (d), 有 二 一 t， 
"* 23。 


二 之 设 p=Jyit 十 … 十 yyyr 是 五 的 行 空 间 中 任意 非 零 矢 量 ; 
根据 定理 9, 矢量 尼 的 第 去 个 分 量 为 六 ， 如 果 gs 是 gj，…， 纺 中 第 
一 个 非 零 元 素 ， 那 么 =yseys 十 … 十 Yry71:。， 因 为 i 二 … 二 t， 所 以 
剩 下 行 矢量 y+1,…，Y; 的 首 无 素 在 第 t 列 后 面 的 那些 列 中 ， 因 
此 有 有 9 作为 它 的 首 元 素 ， 位 于 第 1 列 中 ， 换 句 话 说 ,5 中 的 每 
个 矢量 具有 首 元 素 位 于 第 二,… 记 列 中 的 一 列 . 这 些 列 的 每 一 列 
都 出 现 (y; 的 首 元 素 所 在 的 列 ). 因此 行 空 间 太 确定 了 指标 二 ,…， 
上 
记 的 行 天 量 y1,…, > 中 , 每 一 行 都 有 首 元 素 1, 在 第 刀 ,…, 
列 中 (对 基 一 行 而 言 )， 除 一 列 外 其 余 各 列 都 是 零 元 素 ， 如果 是 
S 的 任意 矢量 , 它 的 首 元 素 工 在 某 一 列 ( 第 去 列 ) 中 ， 其 他 各 列 ( 第 
1; 列 ) 的 元 素 为 过 ,那么 根据 定理 9， 有 一 定 是 yi。 于 是 行 空 间 和 
这 些 列 指标 唯一 确定 了 了 的 行 矢量 ?0 ,满足 定理 要 求 . 
证 毕 
推论 1 任意 mx%n 答 阵 4 与 一 个 且 仅 与 一 个 简化 梯形 纶 阵 
行 等 价 . | 
这 个 结果 容易 证 明 . 它 还 可 以 概括 为 如 下 说 法 : 简化 梯形 和 矩 
阵 给 出 行 等 价 意 义 下 的 矩阵 标准 型 ， 也 就 是 说 ， 每 个 矩阵 与 一 个 
且 仅 与 一 个 特殊 的 标准 型 矩阵 行 等 价 . 
推论 2 两 个 mxn 和 矩阵 4 和 吾 行 等 价 当 且 仅 当 它们 有 同 一 
个 行 空 间 ， 
证 明 如 果 4 与 B8 行 等 价 , 那么 根据 定理 7，A4 和 B 有 同一 个 
行 空 间 . 反之 , 如 果 4 和 B 有 辣 一 个 行 空 间 , 它们 分 别 行 等 价 于 篇 
化 梯形 年 阵 鼠 和 囊 . 因为 至 和 如 有 同一 个 行 空 间 , 根据 定理 11， 
和 BE" 相等 ， 因 此 (通过 如 = 至 ), 4 确实 与 B8 行 等 价 . 
这 些 结 采 再 次 表明 ， 算 阵 的 行 等 价 恰 是 研究 太子 空间 的 另 
一 种 语言 . 
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1 证明 | 


5 
一 3 
一 二 


2 7 
4 1 
—2 一 3 


局 


| 


”2. 把 下 列 各 矩阵 化 为 行 等 价 的 梯形 矩阵 : 


3 在 习题 2 中 ， 把 梯形 算 阵 的 各 行 天 量 


1 —l1 3 
(a) (: 一 4 ) 
AN0 3 2 
1 6 -2 5 
4 0 4 一 2 
9) 7 2 0 2| 
-6 3 —3 3 
i 1 一 1 1 十 ; 
(e) -1 0 1 0 | 
2 i 2i 3¢. 


性 组 合 ， 
4. 检验 下 列 各 组 矢量 是 否 线性 相关 : 

(a) (1, 0, 1), (0, 2, 2), (3, 7, 1) 在 Q: 中 或 在 Cs 中 ， 

(b) (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 了 ) 在 BRB 中. 

(C) (1 1 1 二 1 (2, ~—1,2—1), (0,0,3) 在 中, 

(d) (1, 1, 0), (1 0, 1), (0, 1, 1) 在 ZZ 中 和 在 2Z 中 . 

在 线性 相关 的 各 种 情况 中 , 取出 生成 相同 行 空间 的 线性 无 关子 集 . 


5. 


基 上 胀 : 


6， 
了 。 


项 
1 0 1 
1 ja 
0 0 0 
-5 6 一 3? 
» |( 3 1 中 
4 一 2 8 
2 一 1 3 2 
4 —2 3 | 
2 -3 4 5 
表示 成 原来 第 阵 各 行 天 量 的 线 


在 Qs 中 检验 下 列 各 组 矢量 的 线性 无 关 性 ， 并 找 出 张 成 子 空间 的 


(a) (2,4,3,—1,—2,1), (1,1,2,1,3,1),(0,—1,0,3,6,2). 
(b) (2,1,3,—1,4,—1),(—1,1,—2,2,—3,3), (1,5,0,4,—1,7). 
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把 习题 5 中 两 组 矢量 放 在 一 起 , 找 出 张 成 子 空间 的 基底 . 
求 出 下 列 矩 隆 的 秩 和 矩阵 行 空间 的 基底 : 


8， 列 出 含有 两 个 非 零 行 矢量 的 2X 4 简化 梯形 矩阵 的 所 有 可 能 形式 . (这 
些 产 生 “ 格 拉 斯 曼 (Grassmann) 流 形 ” 的 胞 腔 剖 分 ， 这 里 流 形 的 点 是 四 维 空 
则 中 通过 原点 的 平面 . ) 

9. 证明: 馈 X2% 拖 阵 的 秩 , 既 不 超过 多 也 不 超过 

10。 如 采 mx (nn 十 k) 抱 阵 至 是 由 和 包 X2 抵 阵 4 租 添 上 个 新 的 列 构成 
的 , 那么 ranKk(4) < 反 ranK( 瑟 ). 

11， 直接 证 明 (不 用 定理 8): 任意 矩阵 4 行 等 价 于 一 个 梯形 矩阵 (不 一 
定 是 简化 梯形 矩阵 ). 


$7.7 矢量 方程 。 齐 次 方程 


当 我 们 想 要 求解 形 为 
人 二 X81 十 :十 从 mOm (23) 
(xb yy om 为 五 "中 国定 拓 量 , 4 为 任意 估量 ) 

的 一 些 和 天 量 方程 时 , 用 年 隆 代替 线性 方程 组 (21), 并 对 矩阵 使 用 初 
等 行 运算 , 这 样 做 是 特别 方便 的 ， 

例如 , 设 a1,&2，%s 是 $7.6 的 例 中 给 出 的 矢量 ， 设 4= (2, 7， 
一 一人， 把 矩阵 4 化 为 梯形 年 阵 C, 我 们 先 解 方程 

4 三 831 十 ga?2 十 gs?3 一 871 十 g2?2. 

比较 等 式 两 边 的 第 一 个 分 量 , 我 们 得 y==2; 比较 第 二 个 分 量 , 我 
们 则 得 7= 一 十 yz 即 央 三 9， 因 此 , 如 果 4 确实 是 wu az as 的 线 
性 组 合 , 那么 我 们 一 定 有 

4 一 27 十 97? 一 20 一 3j 一 20 一 3(o 一 20) 一 8a 一 302， 

2ZZT。， 


计算 8a: 一 3 的 第 三 ， 四 分 量 , 我 们 看 出 4 的 确 是 wy 0%2, as 的 线 
性 组 合 。 z 

因为 ys= 一 7ai 十 2as 十 as 一 0， 所 以 在 上 述 情况 下 (23) 的 另 一 
些 解 是 

4 三 (8 一 7gJ)Qi 十 (一 3 十 28)a2z 十 yas， 

其 中 是 任意 的 ， 这 确实 是 (23) 的 最 一 般 的 解 ， 如 打 矢 量 4 换 成 
4 三 (2,7,1 一 6)， 则 上 面 过 程 指出 4 根本 不 可 能 表示 为 cl, %， 
03 的 线性 组 合 ， 

事实 上 ， 当 含有 儿 个 矢量 4 时 ， 常常 最 好 是 把 含有 行 拓 量 
ca am 的 和 xz2 和 邱 阵 变换 成 含有 非 零 行 矢量 ?1 …，?* 的 简化 
梯形 矩阵 C。 因 为 矩阵 的 每 个 初等 行 运算 只 包含 有 限 次 有 理 运 算 
( 即 加 、 碱 、. 乘 、 除 ), 又 因为 经 过 有 限 次 初等 行 运算 之 后 可 以 把 给 是 
的 矩阵 变换 成 简化 梯形 矩阵 , 所 以 经 有 限 次 有 理 运 算 之 后 , 可 以 把 
给 定 的 矩阵 变换 成 简化 梯形 矩阵 

那么 ， 应 用 定理 9 我 们 可 以 得 到 一 组 唯一 可 能 的 系数 y1,…， 
y; 使 得 4 二 giy1 十 … 十 Yryr。 如 果 这 个 方程 不 是 对 的 所 有 分 量 
都 成 立 , 那么 4 就 不 在 4 的 行 空间 中 ,因此 (23) 就 没有 解 。 如 果 这 
个 方程 对 y1,…, yr 的 所 有 分 量 都 成 立 ， 那么 , 因为 C 的 各 行 和 拓 景 


都 是 a1,…，an 的 线性 组 合 ?= eics, 所 以 我 们 得 到 (23) 的 解 


为 A= > ,yieij%i, 因此 我 们 有 zj 二 eij 十 … -yrer;。， 这 就 证 明了 
下 面 的 结果 ， 

定理 12 对 Fr" 中 忆 知 和 关 量 多，QI，'"，Qm， 舌 量 方 程 4 = 
XI01 十 … 十 Vancm 可 以 通过 妨 中 的 有 限 次 有 理 运算 解 出 《如 果 解 站 
在 的 话 ). 

推论 。 设 S 和 中 分 别 是 由 矢量 1,…, Qm 和 1,…， Bi 张 成 的 
1" 的 子 空间 ， 那 么 关系 式 人 SDT, TS 和 访 二 全 可 以 通过 有 限 次 
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有 理 运 蔓 来 检验 , 

这 是 因为 , 我 们 可 以 由 Qi,…, Qn 经 过 初等 行 运算 来 构造 一 组 
非 零 天 量 ?uw ……，y 它们 就 是 简化 梯形 和 挎 阵 的 行 矢 量 , 而 且 还 张 成 
3， 然后 我 们 象 上面 那 杆 检 验 Bi,…，Bi 是 否 邦 是 V1,…, pr 的 线 
性 组 合 , 显然 这 是 ST 的 死 分 必要 条 件 ， 把 前 面 的 过 程 反 过 末 ， 
我 们 可 以 确定 是 否 7 一 9 这 两 个 过 程 结合 起 来 可 以 检验 >= 人 是 
否 成 立 ， 另 外 还 可 以 把 以 &1,…， Qnm 为 行 矢 量 的 矩阵 和 以 Bi,…， 
Bi 为 行 失 量 的 矩阵 都 变换 成 简化 梯形 矩阵 ， 来 检验 5 二 了 是 否 成 
立 ， 因 为 心 = 人 成 立 当 且 仅 当 它 们 的 简化 梯形 拓 阵 具有 相同 的 非 
地 天 量 . 

简化 梯形 矩阵 还 可 以 用 来 确定 形 为 

QT G12X2 二 "二 TGinXn = 0, 
Qo1T1 TT G22r2 Tt Gndtn = 0, 
(24) 
QnmiXii Con202 tt AmnTn—= 0 
的 齐 次 线性 方程 组 的 解 ， 我 们 设 S 是 F" 中 所 有 满足 (24) 的 矢量 
8 二 《(%1，…, zn) 的 集合 。 容 易 验 证 S 是 一 个 子 空间 . 我们 将 指出 如 
何 确 定 这 个 子 空 间 的 基底 . : 

首先 看 到 , 同 $ 2. 3 一 样 , 用 初等 行 运算 作用 在 方程 组 (24) 上 
可 以 把 它 变 换 成 等 价 的 方程 组 ， 特 别 是 ， 当 作用 到 加 xz2 算 阵 4 
( 它 的 第 行 是 424) 的 第 ;个 方程 的 系数 (aib ai) 时 , 这 些 运 
算 把 4 变 成 具有 相同 “ 解 和 拓 量 "5E= (zb oo) 的 集合 人 的 另 一 个 撼 
阵 . 现在 把 4 化 为 简化 梯形 征 阵 ,其 中 首 元 素 都 为 1, 位 于 第 1,…， 
tt 天上， 相应 的 方程 组 有 7 个 非 零 方程 ， 并且 和 党 个 方程 是 含有 
未 知 数 zx, 的 唯一 的 方程 . z 

为 使 记号 简单 ， 假 定 首 无 素 出 现在 前 7 列 ( 事 实 上 , 只 要 对 未 
知 数 zh …, 2， 也 就 是 对 4 的 各 列 ， 作 适当 的 置换 ， 这 是 可 以 办 到 
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的 )， 那 么 化 简 后 的 方程 组 其 有 形式 
X1! 十 Clbr+tgyr+i 十 十 Cln2o 三 0， 
Wy 十 C2yr+r1Tr+t 十 "十 ConXn 二 0， 
(25) 
Wr CryrtiTrtlt "+ CrnTn = 0. 
在 这 个 简化 了 的 形式 中 , 任意 选取 + Xn 的 值 ,并 对 2 2Z， 
解 方程 组 (25). 得 到 解 矢 量 


] 7 
:=(- CT *"') 一 之 CriXjy Trrly *"'， ,| (26) 
1 | 


7 一 7 十 j=7 十 


显然 我 们 就 可 以 得 到 方程 组 (25) 的 一 切 解 . 特别 , 在 参数 wb …， 
x 中， 令 其 中 一 个 为 1, 其 他 为 0, 我 们 就 得 到 % 一 7 组 解 


Sr+1 = (— Cl,r+1’ “Crrt1’ 1 ， 0, ”3 0)， 


£4= (一 Ci 一 cr 0, 0,*, 1). 

这 2% 一 ?7 个 解 矢 量 是 线性 无 关 的 (因为 前 7 个 坐标 全 都 忽略 ， 它 们 
是 线性 无 关 的 )， 公 式 (26) 表 明 ， 一 般 解 6 刚好 是 这 1% 一 7 个 基本 
解 的 线性 组 合 5 二 zriisrii 十 … 十 Xnbn， 于 是 我 们 就 找到 了 已 知 方 
程 组 (24) 的 解 矢量 空间 5 的 一 组 基底 , 因此 证 明了 

定理 13 含有 多 个 未 知 数 的 y 个 线性 无 关 的 齐 次 线性 方程 
组 , 它 的 所 有 和解 (X1,…'*, Yn) 组 成 的 “ 解 空间 "的 维 数 为 % 一 ?7. 

推论 全 有 % 个 未 知 数 Xi,…, wn 的 nn 个 线性 无 关 的 齐 次 线性 
方程 组 的 唯一 解 是 

Xi 二 Wo 二 "二 0. 

例 设 S 是 由 方程 x1 十 Xo 二 Xs 十 Ww4 和 Wd1 十 %9 二 2(%2 十 04) 定 义 
的 。 这 样 , 在 几何 上 , 5S 是 四 维 空 间 中 两 个 三 维 超 平 面 的 交 ， 这 些 
方程 的 怎 阵 化 简 如 下 
。22 了 ， 


1 1 一 1 一 1 1 1 —1 一 1 
( —2 1 > 一 3 2 | 
1 4 —3 0 
>-( 0 -3 2 1) 
最 后 一 个 邱 阵 (除了 符号 和 列席 外) 是 简化 梯形 矩阵 ， 这 就 得 出 等 
价 方程 组 zi 二 4zz 一 3zs=0， 一 So 十 20s 一 人 4 一 0, 它 具 有 一 般 解 为 
< 一 (323 一 42o, Wo, Ta, 一 372 十 273), 

令 zz 二 0, za 二 1 和 zo 二 1, zs=0 得 到 解 空 间 的 一 组 基底 (3, 0, 1, 2) 
和 (一 4, 1, 0, 一 3) 

根据 对 偶 原 则 ， 我 们 可 以 得 到 由 任意 子 空间 的 一 切 矢 量 所 满 
足 的 线性 方程 组 的 基底 . 例如 , 设 卫 是 政 中 由 矢量 (1 1 一 1, 一 1) 
和 (1, 一 2, 1, 一 2) 张 成 的 子 空间 ， 和 那么 齐 次 线性 方程 二 cizi=0 对 
了 中 所 有 矢量 (zu za zs 24) 是 恒等式 当 且 仅 当 ai 十 =as 十 ok 和 
xi 十 03 一 2(c 十 a4)， 满 足 这 些 方程 的 系数 矢量 (al aa aa, 44) 的 集 
合 的 基 展 前 面 已 经 求 出 , 把 那里 的 x 用 a 代替 . 

上 述 例子 的 线性 万 程 zi 十 X%2 一 X3 一 4 二 0 和 i 一 2X2 十 Xs 一 
2x4=0 等 价 于 矢量 方程 

oil 1) -Hoa(l, —2) + x3(—1,1) + (—1, —2) = (0,0) 
它 的 解 是 二 维 空间 FF 中 四 个 矢量 (1 1), (1, 一 2), (一 1, 1), (一 1， 
一 2) 之 间 所 有 线性 依赖 关系 , 它 还 可 以 象 $7.5 那样 ,把 以 这 四 个 
天 量 作 为 行 拓 量 的 4x2 和气 阵 化 简 成 梯形 扼 阵 来 求解 ， 六 个 乱 隆 本 
以 从 前 面 的 2x4 年 竺 经 过 转 置 行 和 列 而 得 到 . 

习 题 

1， 设 如 = 二 (1,1,1),é&2= (2 12)，8=(3, 4 一 1 = (4,6, 7), 求 出 不 
全 为 索 的 数值 cj 满足 c61 十 css 十 cs63 十 66 二 0. 

2， 设 := 十 ,2 外 112 二 (2, 一 3 让 ,1s 二 (2i, 3 十 4 外， 求 出 所 有 满足 
C71 十 6202 十 C3774 二 0 和 的 复数 6.. 
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3 求 出 两 个 矢量 ， 使 它们 张 成 由 所 有 驻足 和 十 宫 =2 一 04=04 的 天 量 
(zy Xs, Ys Ws) 组 成 的 子 空间 ， 
4， 求 出 两 个 天 量 , 使 它们 张 成 田 所 有 满足 
32; 一 202 十 4 十 2 一 01 十 2 一 3 一 27 一 0 
的 矢量 (zu zz, zs 24) 组 成 的 子 空间 . 
5， 求 出 下 列 各 方程 组 解 天 量 空间 的 基底 : 


(a) ZX 二 gy 十 3z==0, (b) z+y+z=0, 
27 十 28 十 62 一 0i 3 十 2 十 了 一 0i 

(C) 2 十 2 一 42 一 0， (d) ZX 二 yy 十 2 十 了 = 0， 
37Z 十 3 一 22 一 0i 28 十 3 一 2 十 了 二 0， 


37 十 4 +21=0., 
6. 把 习题 5 中 的 方程 式 换 成 横 5 同 余 式 , 求 同 余 式 组 解 和 拓 量 空间 的 基底 . 
7 确定 下 列 各 和 关 量 方程 (有 理 数 域 上 ) 是否 有 解 ， 如果 有 和解， 就 求 出 它 
的 一 组 解 . 
(a) (1, —2)=Z21(1,1)+7,(2, 3), 
(b) (1,1,1)=7(, 一 1 2) 十 Za(2, 1 3) 十 Za(l, —1,0), 
(Cc) (2,—1,1)=7x(2,0,3)+x,(3, 1,2) Tz, (1,2, ~ 1)., 
8. 在 Q: 中 ， 设 = (1,1,2,2)，Q,= 二 (1, 2,3, 4)，C= (0, 1，3，2) 和 
二 《一 1, 1, 一 1 1， 把 下 列 各 天 量 表 示 成 形式 tiQ1 十 X20Q2 十 X303 十 TQ 


(a) (1, 0, 1,0) (b) (3, 一 2, 1 一 1 
(C) (0,1,0,0) (d) (2, 一 2.2, 一 2) 
9， 证 明 : 对 吉 xn 矩阵 至 多 进行 02 次 初等 行 运 算 就 可 以 把 它 变 换 成 
行 简化 矩阵 , 


10. 证 骨 . 对 4x6 和 失 阵 至 多 进行 56 次 乘法 ，42 次 加 减法 和 4 次 百 换 运 
算 ( 象 agq !=1，4a 一 a=0 或 0:g=0 都 没有 计算 在 内 ) 就 可 变换 成 行 简化 矩 
阵 ， 
*11， 对 4%X% 年 阵 叙述 并 证 明 类 似 于 习题 10 的 结果 ， 


§7.8 基底 与 坐标 系 
我 们 已 经 把 张 成 矢量 空间 了 的 一 组 线性 无 关 矢 量 定义 为 空间 
V 的 基底， 基底 的 实际 意义 在 于 , 空间 F" 的 任意 基底 的 矢量 在 适 
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当 乞 取 的 坐标 系 下 可 以 看 作 宇 则 的 单位 天 量 ， 这 个 证 明 依赖 于 下 
面 的 定理 . 
定理 14 如 果 i,…, Qn 是 人 的 一 组 基底 ,那么 人 的 每 个 矢量 
5 可 唯一 地 表示 成 QI，…, Qn 的 线性 组 合 
E€ = WIQ 十 十 Wren. (27) 
证 明 因为 ii an 是 六 的 一 组 基底 ,它们 张 成 VY, 所 以 中 
的 每 个 矢量 至 少 有 一 种 方式 表示 成 (27) 的 形式 ， 如果 某 个 矢量 
<<F 有 第 二 种 这 样 的 表示 式 上 = Za 十 … 十 Znaw 那么 从 (27) 中 减 
去 它 , 重新 合并 一 下 就 得 出 
0 三 各 一 上 一 (01 一 ZJ)Q1I 十 十 (2 一 Za)co 
因为 cb 和 …… xx 是 一 组 基底 , 它们 是 线性 无 关 的 ,所 以 从 上 上 面 的 等 式 
推出 z1 一 二 … 二 4 一 2 二 0, 因此 每 个 wi 二 xi, 于 是 表示 式 (27) 是 
唯一 的 . 
我 们 把 (27) 式 中 的 标量 x; 称 为 天 量 5 关于 基底 G1，*…， Qn 的 
坐标 ， 如 某 
攻 一 2 十 go02 十 … 十 gs0Qn 
是 了 中 第 二 个 和 天 量 ， 其 坐标 为 妆 ,，…，y,， 那 么 由 矢量 代数 的 恒 等 
: E+ = (V1) 十 二 (a Yn) On (28) 
.口头 上 说 就 是 ， 矢 量 和 关于 任意 基底 的 坐标 可 以 通过 把 被 加 舌 量 
相应 的 坐标 相 加 来 求 得 ， 类 似 地 ， 形 为 (27) 的 天 量 5 与 标量 c 的 
乘积 是 
CE 一 CUZIQI 十 十 00) 一 (czZl)GI 十 人 十 (CO 7)Q， (29) 
所 以 c 的 每 个 坐标 是 c 和 的 相应 坐标 的 乘积 
类 似 于 整 环 同 构 和 群 同 构 定 义 ， 现 在 我 们 定义 同一 域 有 上 的 
两 个 矢量 空间 了 和 酚 之 间 的 同 构 C: 下 一 本 是 ,由 了 到 砚 上 着 
合 下 面条 件 的 一 一 对 应 上 FEC: 
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(GE 人 DC=&0TIC 和 (oOC=cGC)， (30) 
(对 人 中 一 切 矢量 名 7, 对 万 中 一 切 标量 6) 
那么 公式 (28) 和 (29) 表明 ， 卫 上 的 矢量 空间 的 每 一 组 基底 
oo …，o 提供 了 一 个 由 到 ”上 的 同 构 . 这 个 同 构 就 是 对 应 C。 
它 赋 给 中 每 个 矢量 关于 基底 cb …; on 的 坐标 的 wx- 数组 , 即 
(X01 二 十 Wiln) Ca= (WY, , Hn) EF™. (31) 


因为 基底 矢量 的 个 数 % 是 由 空间 的 维 数 % 确定 , 而 它 是 不 变 的 ( 定 
理 5 的 推论 1 ), 所 以 我 们 就 证 明了 z 

定理 15 域 玉 上 的 任意 有 限 维 矢量 空间 与 一 个 且 只 与 一 个 
空间 2* 同 构 . 

这 样 我 们 就 解决 了 确定 (精确 到 同 构 ) 所 有 有 限 维 矢量 空间 的 
问题 ， 而 且 我 们 已 经 指出 ， 同 一 矢量 空间 的 一 切 基底 在 同 构 意义 
下 是 等 价 的 , 即 存在 了 的 一 个 同 构 , 它 把 任意 一 组 基底 映射 到 其 他 
任意 一 组 基底 . 

一 个 矢量 空间 可 以 有 很 多 不 同 的 基底 ， 例 如 , 根据 定理 7, 我 
们 从 se, …，sx 出 发 逐次 使 用 初等 行 运算 而 得 到 F" 的 任何 一 组 矢 
量 ， 它 是 Fr 的 一 组 基底 ， 特 别 ， 对 任何 使 1 十 1 才 0 的 域 fF, &i 二 
(1, 1, 0)，&2= 二 (0, 1, 1), 和 Qs 二 《1,0, 1) 是 F? 的 一 组 基底 .同样 ， 
在 普通 三 维 空间 中 任意 三 个 非 共 面 和 失 量 确定 了 “ 斜 角 坐 标 ” 矢 量 的 
一 组 基底 . 

再 有 , 如 果 在 复数 域 C 中 只 考虑 复数 加 法 和 复数 的 数 乘 (用 实 
数 乘 ) 而 不 管 其 他 所 有 代数 运算 ， 那 么 复数 域 C 可 以 看 作 实 数 域 
R 上 的 矢量 空间 ， 这 个 空间 的 维 数 是 2， 因 为 1 和 ;i 构成 一 组 基 
底 , 它们 分 别 生 成 实数 和 纯 虚 数 的 子 空间 .1 上 和 1 一 ; 两 个 数 构 
成 R 上 空间 C 的 另 一 组 基底 , 但 这 组 基底 用 起 来 不 方便 . 

另外 , 考虑 齐 次 线性 微分 方程 
es 42428 。 


， 了 和 一 3 十 2x 一 0 

不 难 验 证 , 这 个 方程 的 两 个 解 的 和 x1( 四 十 x2( 四 还 是 方程 的 解 ,一 
修 解 同 任意 ( 实 ) 常 数 的 乘积 也 是 方程 的 解 ， 因此 这 个 微分 方程 的 
所 有 解 组 成 的 集合 了 是 一 个 矢量 空间 , 有 时 称 它 为 微分 方程 的 “ 解 
空间 .描述 这 个 空间 的 最 容易 的 办 法 是 说 , e' 和 e” 构成 这 个 解 
空间 的 一 组 基底 ， 这 就 意味 着 一 般 解 可 以 唯一 地 表示 成 形式 z= 
Cie: 十 Ce624， 

最 后 ， 域 了 上 关于 未 定 元 zx 的 所 有 多 项 式 形式 构成 的 整 环 
FLxj 是 了 上 的 矢量 空间 , 因为 在 下 [中 中 矢量 空间 的 一 切 公设 都 满 
足 ， 多 项 式 相等 的 定义 用 于 方程 p(x) 一 0， 就 意味 着 所 有 的 宕 1， 
7, X,Y,""… 在 了 上 线性 无 关 ， 因 此 这 些 第 组 成 了 [zj 的 一 组 无 穷 
基 确 ， 因 为 任意 矢量 (多 项 式 形 式 ) 可 以 表示 成 这 组 基底 的 有 限 子 
集 的 线性 组 合 . 

在 R* 中 ,通过 原点 的 平面 5 和 道 过 原点 但 不 在 S 中 的 直线 T 
张 成 整个 空间 ， 所 以 空间 中 任意 矢量 可 以 唯一 地 表示 成 这 个 平面 
上 的 一 个 矢量 与 这 条 直线 上 的 一 个 矢量 的 和 ， 更 一 般 地 ， 设 3 和 
4 定 天 量 空 间 了 了 的 子 宪 间 ， 如 果 下 的 每 个 矢量 所 可 以 唯一 地 表示 
成 3 的 一 个 矢量 和 了 的 一 个 矢量 的 和 : 

< 一 II 十 T， ONS, rET (32) 


那么 我 们 称 六 是 两 个 子 空间 S 和 的 直 和 (直接 和 )， 
因为 (go 十 人) 十 (go 十 7)== (oo 十 0 ) 十 (tr 十 7 )， 所 以 对 应 
(oz) >(c 十 z) 是 由 天 量 空间 7 的 加 法 群 映 上 到 总 和 了 的 加 法 群 
的 直 积 (§ 6.11) 的 一 个 同 构 ， 更 一 般 地 ，F" 是 五 的 加 法 群 的 % 重 
直 积 (作为 加 法 群 ), 记 作 了 "= 也 x 了 x… x 了 (n 个 因子 )， 
肥 过 来 ， 如 果 偏 和 了 是 同一 个 域 了 上 的 任意 给 定 的 两 个 和 失 量 
空间 ， 那 么 我 们 可 以 定义 一 个 新 的 矢量 空间 = SO@T, 它 的 加 法 
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群 是 S 和 了 的 加 法 群 的 直 积 ， 它 的 数 乘 运 算 由 公式 :c (7, 56) = (cn, 
c6)( 对 一 切 cE€F) 来 定 闵 ， 在 这 个 空间 站 中 ，(w,0) 和 (0, 5) 组 成 
的 子 和 集合 分 别 构成 与 5 和 也 同 构 的 子 空间 , 而 且 按 上 面 的 定义 , 
是 这 两 个 子 空间 的 直 和 ， 我 们 也 把 8PT 说 成 已 知 矢量 空间 8& 和 
二 的 起 和. 
定理 16 如 果 有 限 维 关 量 空间 玉 是 它 的 子 空间 SS 和 全 的 直 
和 ,那么 镶 的 任意 基底 和 多 的 任意 基底 的 并 就 是 亚 的 一 组 基底 . 
证 明 设 S 和 了 的 基底 分 别 是 Bi,…, Bi 和 yy1,…, ym; 我 们 
第 望 证 明 B1,…, Bs, 1,…, Pm 是 的 一 组 基底 ， 首 先 , 这 些 舌 量 
张 成 V, 这 因为 中 任意 失 量 & 可 写成 £5= 十 6 其 中 是 Bi,… 
ps 的 线性 组 合 ,。 是 jp1,…, yn 的 线性 组 合 ， 其 次 , 这 些 矢 量 是 线 
性 无 美的 , 这 因为 如 果 : 
0=061Bi+ +beBst eyit nt Cmym, (33) 
那么 0 就 表示 成 SS 中 矢量 71= 工 288, 与 了 中 矢量 6 王 民 ciyj 之 
和 . 但 是 0=0+0 是 0 作为 & 的 矢量 与 了 的 矢量 之 和 的 另 一 表示 ， 
根据 假设 , 表示 是 唯一 的 , 所 以 0=7o= 工 2 0 和 0= 二 cj?pi 但 是 
Pi,…, Pi 线性 无 关 ， yi; Vm 线性 无 天 ， 因此 51 二 … = 二 b= 二 0， 和 
C1 二 … 二 Cm 二 0， 于 是 关系 式 (33) 只 当 所 有 系数 为 零 时 才 成 立 ， 因 
此 B1,…, Bi, yb … yn 确实 线性 无 关 . | 
这 个 定理 及 其 证 明 可 以 很 容易 地 推广 到 有 限 多 个 子 空间 的 直 
和 的 情形 . 
推论 。 如果 有 限 维 关 量 空间 人 玉 是 它 的 子 空间 SS 和 全 的 直 和 ， 
那么 
dtV1=adLS1+arT]. (34) 
式 中 d[V] 表 示 空 间 信 的 维 数 , 等 等 ， 
证 明 ”因为 空间 的 维 数 等 于 (任意 ) 基 底 矢量 的 个 数 ， 所 以 上 
述 证 明 表 明 , 如 果 dLSj=%,ad[T]==m, 则 dLVj]= 十 m. 证 毕 
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当下 是 信和 了 的 直 和 时 ， 我 们 称 S 和 了 是 下 的 补 子 空间 ， 那 
么 我 们 有 
S+T=V, SNT=0 (35) 
事实 上 ，(32) 式 指出 是 子 空间 心 和 了 的 线性 和 ， 断 言 Sn 7 =0 
证 明 如 下 ， 如 采 1 是 SS 和 了 的 任意 公共 矢量 , 那么 6 有 形 为 (32) 
的 丙种 表示 红 二 红 十 0 或 而 = 二 0 十 61; 因为 这 两 种 表示 一 定 是 一 样 
的 , 所 以 2 三 因此 区 S(T 是 零 和 拓 量 ， 反 过 来 我 们 可 以 证 明 , 如 
果 笨 件 (35) 成 立 , 则 是 SS 和 了 的 直 和 ， 于 是 , 在 这 种 情况 下 ， 关 
系 式 (34) 可 写 为 
diV|l=ad[lS--TI+aLS (T=aLS] -+a[L7T]. 
上 面 的 后 一 个 等 式 对 任意 两 个 子 空间 情形 也 成 立 ， 
定理 17 设 B 和 人 是 矢量 空间 下 的 任意 两 个 有 限 维 子 空间 ， 
那么 
aLSl+alT]l=adLS (Tj+aLs+T]. (36) 
证 明 设 6,…, 5&4 是 ST 的 一 组 基底 ,根据 定理 6,， 和 T 
分 别 有 基 底 61,…，6n，71 1+ 和 E51，…，En，61，"…， Cs， 显然 
5 rn 6 6 一 起 张 成 SS 十 人 它们 也 是 一 组 基 
底 , 这 因为 | 
QS1 二 nn 二 cd 十 …* 十 cs6,= 二 0 


推出 本 5j7j== 一 4i6; 一 本 czbs 在 7 中 ， 因 此 它 在 SN7T 中 ， 所 以 
0m; 二 乙 d;6;, 其 中 4d; 是 某 一 组 标量 . 因为 所 和 7 线性 无 关 , 因 
此 每 个 5; 必 为 0， 类似 地 ,每 个 cs*= 0, 代入 原 式 得 忆 a;8; = 一 0， 所 
以 每 个 6; 二 0. 这 就 证 明了 下， 下，7 er， 人 是 人 3 十 
的 一 组 基底 . 
证 明了 这 个 之 后 ， 我 们 春 到 定理 的 结论 归结 为 算术 公式 
(nn 十 7) 十 (rn 二 8) 一 m 十 (2 十 7 十 8 
* 2 。 


局 起 
1、 在 $7.6 的 习题 在 中 ,指出 哪些 天 量 集合 是 包含 它们 的 空间 的 基 许 . 
2， 在 会: 中 求 出 单位 矢量 el ez, ea, 8 关于 基底 ci= (1, 1, 0,0)，asz 一 
(0, 0, 1, 1), a = (1,0, 0, 4), ,= (0, 0, 0, 2) 的 坐标 . 
3 求 出 天 量 (1, 0, 1) 关 于 C3 的 基底 
(2i, 1,0), (2,—%,1), (0, 1 十 让 1 一 让 
的 坐标 ， 
4， 在 人 @' 中 求 出 
(a) 包含 矢量 (1, 2, 1, 1) 的 基底 ; 
(b) 包含 天 量 (1 1, 0, 2) 和 (1, 一 1 2, 0) 的 基底 ; 
(c) 包含 矢量 (1, 1, 0, 0), (0, 0, 2, 2), (0, 2, 3, 0) 的 基底 . 
5， 证 明 :; 以 有 理 数 a, …, e 为 系数 的 数 z 
atb/ 2 +ce/ 3+av 6 二 ev12 
的 全 体 构 成 一 个 交换 环 ， 这 个 环 是 有 理 数 域 QQ 上 的 矢量 空间 ， 求 出 这 个 空 
由 的 一 组 要 斌 ， 
6， 在 QQ 中 ,两 个 子 空间 5 和 人 分 别 由 下 面 和 失 量 张 成 : 
8S: (1,—1,2,—3), (1,1,2,0), (3,—1,6,—6), 
了 了 : (0, ~2,0,—3), (1,0,1,0), 
求 出 5S, TD, 三 和 十 T 了 的 维 数 ， 
*7。 对 一 般 的 域 Zs 解 习 题 6. 
8. 设 S 和 了 TT 是 ?中 具有 固定 维 数 分 别 为 s 和 + 的 可 变 的 子 空间 ， 求 
心 十 了 的 最 大 可 能 维 数 和 心 n72 的 最 小 可 能 维 数 ， 证 明 你 的 结论 . 
*9。 证 明 ， 对 于 子 空间 , 由 NT=SNT, S++T=S+T' 和 TCcT', 可 推 
出 T=T". 
10。 设 仿 是 有 限 维 天 量 空间 VV 的 子 空间 , 证 明 : 存在 下 的 一 个 子 空 间 全 ， 
使 得 PV 是 3S 和 史 的 直 和 . | 
“11， 设 Si,…, Ss 是 下 的 子 空 间 ， 如 果 下 的 每 个 矢量 三 具有 了 唯一 的 表示 
E= 放 十 … 十 7p， 其 中 TiESi， 则 称 亚 是 St…… Ss 的 直 和 ， 对 这 样 的 直 和 银 
述 并 证 明 与 定理 10 相 类 似 的 定理 . 
12， 证 明 : 下 是 妨 和 全 的 直 和 当 且 仅 当 (35) 成 立 ， 
*13。 对 Dp 个 子 空间 的 直 和 狗 述 并 证 明 与 习题 12 相 类 似 的 定理 ， 
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14， 和 大量 空 间 下 的 自 同 构 指 的 是 下 同 它 自 身 的 同 构 ， 
(a) 证 明 : 对 应 (zy wo, Za) 请 (za 一 X17) 是 的 自 同 构 . 
(b) 证 明 : VV 的 所 有 自 同 构 组 成 的 集合 是 六 上 的 变换 群 . 
15， Fi 的 一 个 自 同 构 把 (1,0) 映 射 到 C00, 1)， 把 (0, 了 1) 映射 到 (一 1, 一 1)， 
它 的 阶 是 多 少 ? 你 的 答案 依赖 于 基 域 吗 ? 
*16.， 建立 有 限 维 矢量 空间 的 自 同 构 和 它 的 有 序 基底 之 间 的 一 一 对 应 〈 参 
在 习题 14) .Zz 有 多 少 自 同 构 ? Zs 呢 ? 、 


87.9 内 积 

普通 空间 是 实数 域 上 的 三 维 矢量 空间 , 它 记 作 Rs， 在 这 个 空 
间 中 可 以 用 公式 来 定义 矢量 的 长 度 和 矢量 之 间 的 天 角 (包括 直 
角 ), 这 些 公式 不 仅 顺利 地 推广 到 R* 空间 , 而 且 还 推广 到 无 穷 维 实 
矢量 空间 《 见 $ 7.10 的 例 2)， 这 些 推广 将 是 57.9~87.11 中 的 
课题 . 

为 了 建立 有 关 的 公式 , 我 们 需要 另外 一 种 运算 ， 为 此 目的 ,最 
方便 的 是 做 内 积 的 运算 . 含有 实 分 量 的 两 个 矢量 £= (zw1,…, zw) 和 
7 二 《如 , go 的 内 积 指 的 是 数量 

(&, 7) = R91 二 Wag2 十 … 十 Zagyr (37) 
(因为 这 是 一 个 标量 , 所 以 物理 学 家 常常 把 我 们 上 面 的 内 积 说 成 两 
个 矢量 的 “标量 积 ”，) 内 积 有 四 个 重要 性 质 ， 这 些 性 质 都 是 定义 
(37) 的 直接 结论 : 

(E+7,£)=(£, E+, £), (ecé,n) =e(é,); (38) 

(人 一 (人 (二 0 除非 =0. (39) 
前 两 个 定律 表明 内 积 对 于 左边 因子 是 线性 的 ; 第 三 个 定律 是 对 称 
律 ， 因 此 辣 前 两 个 公式 一 起 得 出 ， 内 积 对 于 左右 因子 都 是 线性 的 
( 双 线 性 ); 第 四 个 定律 是 正 性 律 ， 

例如 ， 计 算 平面 R? 中 矢量 的 长 度 |&| (也 称 为 “绝对 值 "或 
“ 模 ”) 的 笛 卡 儿 公 式 给 出 这 个 长 度 是 内 积 的 平方 根 / 

es 233。， 


lV ( 瑟 刁 和 (40) 
三 维 空间 中 的 长 度 用 一 个 类 似 的 公式 来 计算 ， 再 有 ， 如 果 a 和 有 
征 任 划 两 个 矢量 ， 那 么 对 于 以 ww，D，7?= 有 一 2 为 二 边 的 三 角形 
(图 2), 由 三 角 余 纺 定理 得 到 
IB—al?=|al?+18|?—2|a|. |B|. cosO, 
(C= 人 人 (a, 8))， 而 根据 (38) 和 (40) 有 
[Bal?=(B—a, B—a) = (8, 8) —2(0, ) 十 (oo 
与 上 式 合 并 并 消去 一 些 项 , 我 们 得 到 
cos L(&, b) = ee 分 | (41) 
也 就 是 说 ， 两 个 矢量 和 有 之 间 的 夹 角 人 (a, B) 的 余弦 是 这 两 个 
矢量 的 内 积 与 它们 长 度 之 积 的 比 ， 由 这 个 公式 可 以 得 到 ， 几 何 上 
两 个 矢量 ck 和 月 正 交 (或 垂直 ) 当 且 仅 当 内 积 (x, B) 为 零 
由 于 矢量 加 法 和 数 乘 运算 容易 推广 到 任意 域 上 的 任意 维 空间 
中 去 ， 自 然 希 望 把 长 度 和 角度 的 概念 


做 类 似 的 推广 ， 然 而 ， 当 我 们 这 样 扒 有 
广 时 却 发 现 , 虽然 维 数 可 以 是 任意 的 ， De A 
但 是 推广 到 很 多 数 域 时 产生 了 麻烦 ，” 
即使 内 积 可 以 由 (37) 定 义 , 但 是 长 度 图 2 
= (的 和 (ott (42) 


是 没有 定义 的 ， 除 非 每 个 % 平方 和 有 平方 根 ， 对 于 距离 也 有 同样 
问题, 而 角度 的 推广 引起 更 多 的 困难 

由 于 这 些 原因 ， 我 们 现在 只 限于 讨论 实数 域 上 矢量 空间 中 的 
长 度 、 角 度 和 有 关 课 题 ， 在 $ 9.12 中 我 们 将 讨论 复数 域 上 相应 的 
肢 念 
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习 题 
1， 用 解析 几何 方法 证 明 ， 在 平面 上 ， 天 量 5= (zw1, 0) 和 7 = (#1, y,) 灾 
间 的 距离 平方 等 于 | 和 ?十 | 了 |: 一 2 人 7)， 
2， 利 用 三 维 空 间 中 的 方向 余弦 证 明 : 两 个 关 量 点 和 7 正 交 当 且 仅 当 
(5 77) =0. 
3， 如 果 复 分 量 矢 量 皇 的 长 度 是 由 公式 (42) 定 义 的 ， 证 明 : 在 在 长 度 为 
和 的 非 堆 天 量 ， 
4， 证明: 在 域 Zs 和 QQ 中 存在 一 个 二 平方 和 , 它 没 有 平方 根 . 
5， 从 定义 (37), 证 明 公式 (38) 和 (39). 
6， 证 明 类 似 于 (38) 的 公式 ， 这 个 公式 断言 内 积 对 于 右边 因子 是 线 
性 的 . 
7， 证明: 任意 平行 四 边 形 对 角 线 长 度 的 平方 和 等 于 它 四 个 边 长 的 平 
方 和 . : 
*8,， 在 RR 中 用 
EXN= (KYs 一 sg Fadi — TYs, W192 — XaY1) 
定义 两 个 天 量 点 和 刀 了 的 外 积 . 
(a) 证 明 : (EX7, EXTD)= (6 6) (0,7)— (6 7) (0n, 6 
(b) 设 £=6, 7=T， 推 导 RB? 中 的 施 瓦 兹 (Schwarz) 不 等 式 作为 
(a) 的 推论 ，( 参 看 定理 18. ) 
(C) 证 明 &x (7 X6) 一 (57 一 (人 77) 


8 7.10 欧 几 里 得 矢量 空间 

对 维 数 不 加 限制 的 几何 讨论 是 建立 在 下 面 定义 的 基础 上 ， 这 

个 定义 是 根据 8 7.9 的 考虑 而 提出 来 的 . 
定义 ”一 个 具有 实 标量 的 矢量 空间 轧 ， 如 果 思 中 住 意 两 个 关 
量 5 和 对 应 一 个 ( 实 的 ) 内 积 (§, 站 , 它 在 (38) 和 (39) 意 义 下 具有 

对 称 性 、 双 线性 和 正 性 , 那么 召 称 为 欧 几 里 得 关 量 空间 
例 1 任意 R", 如 果 其 中 (从 是 由 (37) 式 定义 , 那么 它 是 

维 欧 几 里 得 矢量 空间 . 
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例 2 定义 在 区 间 0<z<1 上 的 全 体 连 续 实 函数 内 oh) 如 条 我 
们 定义 内 积 (名 如 二 | %(z)%(z)3z， 那 么 它 构 成 一 个 无 穷 维 欧 几 里 


得 拓 量 空间 ， 
欧 几 里 得 矢量 空间 如 的 矢量 的 长 度 | 引 可 以 定义 为 内 积 的 


平方 根 (5,&) 一 一 (39) 的 正 性 条 件 保证 了 平方 根 的 存在 . 
定理 18 在 任意 欧 几 里 得 夭 量 空间 中 ， 长 度 具有 下 列 性 质 : 
(cc 三 | cj | 
(11) 15| 汪 0， 人 除非 56 二 0. 

Gii) [C6,D ISIE In ( 施 瓦 益 不 等 式 ). 
(iv) jst7n|<|s|+ ln| (三 角形 不 等 式 ). 


证 明 因为 (c&, cE) = 二 c2(&,2), 所 以 我 们 有 和 性质 (i)., 性 质 (ii) 
是 欧 几 里 得 矢量 空间 的 定义 中 所 要 求 的 正 性 条 件 的 推论 . 
性 质 (iii 的 证 明 并 不 直接 ， 如 果 <E=0 或 者 ?=0， 那 么 《iii) 
归结 为 平凡 的 不 等 式 0 委 0.， 否 则 ， 
0 委 (a5 十 01, GE5 士 DT1) 一 0 (55E) 士 260(E 7) 十 DT7， 7) 
令 a=17|1,5==181, 玖 = (7 四,0*= (56,86)， 代 入 上 式 则 有 
二 215| 1191 (6,7) <2(6, 8) (0n,0D =2|6| 1n!2. (43) 
两 边 除 以 21 引 . 17| 守 0, 我 们 就 得 性 质 Giii). 
由 (ii 容易 得 到 性 质 (iv), 这 因为 
上 十 9 一 (人 十 四 和 十 四 三 (全 ) 十 2( 7) 十 (7 0) 
<|El 十 2 9 十 得手 人 和 二 | 
现在 ， 如 果 我 们 定义 吾 中 任意 两 个 矢量 6 和 之 间 的 距离 为 
js 一 7|, 则 我 们 可 以 证 明 它 具有 普通 距离 的 所 谓 “ 度 量 ”" 性 质 , 首先 
是 由 提 备 谢 (Fréchet, 1906) 做 了 抽象 的 考虑 . 
定理 19 距离 具有 性 质 ， 
(M1) |é—-#|=0, 而 当 8 尖 7, 装 一 中 一 0， 
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(M2) |é—7n|=1»—é|., (对 称 性 ) 
(M3) |£—7n|+1n—6|>|6—6|. 

证 明 首先， 根据 性 质 (i) 有 15 一 61=10|=10.:8|=0.1s| 
二 0, 而 根据 (让 ) 当 6 一 n 才 0( 或 & 考 四 ， 有 |E 一 中 汪 0， 这 就 证 明了 
(M1)， 其 次 ， 根 据 性 质 (i 有 |5 一 7|=1( 一 DW 一 |= 二 [一 1| 
7 一 下 = 17 一 外 ， 这 就 证 明了 (M2)， 最 后 , (M3) 由 (Vv) 推 出 ,这 
天 交 

£7n|+|7-é6|>|(6—D+(7—6)|= 16—6l. | 
从 施 瓦 兹 不 答 式 我 们 特别 推出 ， 对 任意 非 零 矢量 5,，7， 有 一 1< 


:9 <1， 因 此 在 0" 和 180” 之 间 有 一 个 且 仅 有 一 个 角 ， 它 的 


余 纺 是 -0 ,我们 就 可 以 把 这 个 角 定义 为 矢量 和 之 间 的 类 
角 ( 同 (41) 的 特殊 情况 相 比较 ). 除了 直角 的 情形 外 , 我 们 不 去 证 明 
如 此 定义 的 角 有 什么 性 质 ( 你 能 证 明 人 (8, 十 么 (1,6) 之 人 (8,6) 
8?). 

两 个 矢量 & 和 7 如果 满足 (8, 7) = 0， 则 称 它们 古 正 交 的 ( 记 
作 《17)， 把 这 个 定义 用 到 上 面 的 例 2 中 ， 就 得 到 分 析 上 一 个 重 
要 概念 , 即 正 交 函数 的 概念 。 容 易 证 明 , 如 果 5 上 7 则 1L5( 正 交 
关系 是 对 称 的 ), 并 且 对 一 切 标量 c 和 oc 有 cslcn， 还 有 ,0 是 唯 
一 的 与 自身 正 交 的 矢量 ， 此 外 , 如 果 (0，E) 二 … 二 (95m) 二 0， 则 
对 任意 标量 cb …, cm, 有 

(7, C61 二 tCmEm) = cin, 61) FT Cm nN, Em) 
二 C1:0 十 下 十 Cm*:0 二 0，、… 

所 以 7 与 1,…， Em 的 每 个 线性 组 合 也 是 正 交 的 .这 就 证 明了 

定理 20 如 果 一 个 和 关 量 与 51，…, 6m 正 交 ,那么 它 与 由 861，*…*， 
ém 张 成 的 空间 中 每 个 矢量 正 交 ， 
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1. 
2。 


J 题 
设 £= (1 2 3,4),7= (0,3, 一 2, 1), 计算 (6, 7)，| 71 2 (人 7). 
设 所 和 ?7 如 习题 1 所 述 , 求 出 形 为 (1,1,0, 0) 十 ci 十 c27 并 与 5 和 7 


两 个 天 量 正 交 的 和 天 量 . 


3. 


4, 
5 


天 量 垂 
6. 


(a) 在 正文 的 例 2 中 , sin2ryz 与 cos2A7 正 交 吧 ? 

(b) sin2maz 与 sin2nnz 正 交 吗 ? 

(c) 求 出 与 1 和 zx 正 交 的 二 次 多 项 式 . 

证 明 : 全 一 了 | 十 卜 士 了 2 一 2(| :十 |17|2)， 

证 明 : 在 了 尽 : 中 ,恰好 存在 两 个 长 度 为 1 的 矢量 同 两 个 已 知 线性 无 关 


直 ， 


证 明 : 在 RB 中 ， 存 在 一 个 含有 有 理 坐 标的 矢量 与 任意 两 个 给 定 的 


含有 有 理 坐 标的 矢量 垂直 . 


1 。 


设 a, bp 和 考 0 是 欧 几 里 得 和 关 量 空间 的 两 个 固定 矢量 , 求 出 形 为 了 =C& 十 


tb 的 最 短 矢 量 ， 这 个 矢量 与 有 正 交 吗 ? 画 出 图 来 . 


*8， 证 明 : 如 果 舌 量 & 到 的 距离 同 到 7 的 距离 相等 , 那么 线段 By 的 中 
点 是 从 < 到 CT 的 垂 线 的 垂 足 . 

9， 证 明 : 在 欧 几 里 得 矢量 空间 中 ， 如 果 | 引 [= |c|， 那 么 二 一 wa 上 E 十 a. 
从 几何 上 解释 这 个 结论 ， 
“10，(a) 证 明 : 二 次 方程 


(6, 122428, 1) t+ 7, 7)=|1tE+7|?:=0 


的 判别 式 B: 一 44C 是 4[(E 7) ?一 (&, £) (7, 7)]. 


(提示 : 
11, 
12, 


(b) 利用 上 述 事实 证 明 施 瓦 兹 不 等 式 . 
43 十 ?| =0 不 可 能 有 两 个 不 同 的 实 解 i, 除非 6=0.) 
证 明 : 在 任意 欧 几 里 得 矢量 空间 中 , 有 | | 一 |n| | 大 上 一 971|. 
证 明 : 如 果 有 Rs 的 内 积 是 由 
(5 7) 一 (十 22) (+g) 十 2 十 (Zo 士 273) (Ys + 29,) 


来 定义 的 , 那么 RB: 就 成 为 欧 儿 里 得 矢量 空间 . 


$7.11 标准 正 交 基 


在 7. 10 的 例 ] 中 ， 单位 天 量 <1 一 (1, 0, 0)， “一 《0， 0, 
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… 1) 基 有 单位 长 度 并 且 互 相 正 交 ， 这 是 “标准 正 交 基 ” 的 一 个 例 
子 . 

定义 ”一 组 矢量 Ql,，，…, Qn 满足 下 列 条 件 时 称 为 标准 正 交 的 : 
(对 一 切 多 有 jai|=1 (iD 当 了 尖 ] 有 0i ai 
引 理 1 欧 几 里 得 入 量 空间 轧 的 一 组 非 零 正 交 和 关 量 ab …， on 
线性 无 关 ， : / 

证 明 如果 Ziait 十 十 zmom 二 0, 则 对 =1,…,m 有 

0= (0, Ca) = (8, as) 十 十 Ta Oy) = Ty (Cr, Oe) 

这 里 最 后 一 个 等 式 是 从 正 交 性 的 假设 得 来 的 ,但 是 根据 假设 
2 二 0 因此 (os az) 一 0 所 以 z= 二 0. 证 毕 

推论 ” 张 成 空间 为 的 标准 正 交 矢量 组 是 百 的 一 组 基底 〈 即 所 
谓 “ 标 准 正 交 基 ”). 

我 们 现在 将 指出 , 欧 儿 里 得 矢量 空间 的 任意 一 组 基 , 如 何 只 通 
过 有 理 运 算 把 它 正 交 化 ， 这 称 为 格拉 姆 - 施 密 特 (Gram-Schmidt) 
正 交 化 方法 . 

5| 理 2 由 有 限 维 欧 几 里 得 矢量 空间 至 的 任意 一 组 (有 限 个 ) 
无 关 关 量 ?pb…y?m 可 以 构造 一 组 非 需 正 交 夭 量 


0 一 ?一 之 .0ioy (一 | 1 (44) 


它们 同 ?1 Ym 张 成 加 的 相同 的 子 空 间 . 

证 明 对 m 用 归纳 法 ， 我 们 可 以 假定 非 零 正 交 舌 量 m1，…， 
xm-1I 已 经 构成 , 它们 同 ?+ ?wm-1 张 成 相同 的 子 空间 S， 我 们 现 
在 把 yn 分 成 两 部 分 : “平行 ”于 4 的 部 分 5. 和 垂直 于 & 的 部 分 
om。 为 做 到 这 一 点 , 令 

om 一 pm 一 人 ,Comiai 其 中 om = mo， (44) 


te<in 


那么 对 7==1， … mC—1], 我 们 有 
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m-1 
(Qn 0j) = (Ym, 0j) 人 > Cm (Qi 0j) 二 0， 
k=1 


这 是 因为 由 正 交 性 ， 4 & 二) 时 (cu， Qj) 一 而 由 (44 ) 有 Cmj(0j, Qj) 
一 (Vm &j). 根据 归纳 法 假定 ， (44) 式 中 Ci (? 一 ]， Mm 一 1) 表 克 
式 代 入 (44) 式 中 , 有 


Gm= Vn— > CmiQs = Pm— > Cmepi > CmedriV je 


F< E< 1m j 世 万 二 斩 


这 就 证 明了 (44) 式 对 于 x 也 成 立 , 其 中 
Gm = Cu 一 >, CmjQ jr 


因为 yw 与 V1，…，pm-1 线性 无 关 , 所 以 它 不 可 能 在 3 中 , 因此 on 
产 0， 最 后 , yp1,…, pn 和 w，…，am 两 组 矢量 都 张 成 由 3 和 ?ww 张 ， 
成 的 子 空间 ， 这 就 完成 了 引 理 2 的 证 明 . 

定理 21 有 限 维 欧 几 里 得 矢量 空间 如 的 每 组 标准 正 交 关 量 
?1 3 是 总 的 标准 正 交 基 的 一 部 分 . 

证 明 根据 定理 6, ml，…，?ym 是 召 的 基底 ?1，…，? 的 一 部 


分 .这 组 基底 可 由 引 理 2 正 交 化 ,然后 再 设 8, = 一 <-， 使 它 标准 


EE 

化 ; 面 这 个 过 程 对 原来 的 正 交 矢量 y1,…, ym 没有 任何 变化 . 

推论 任意 有 限 维 欧 几 里 得 矢量 空间 囊 有 标准 正 交 基 . 

格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 还 有 其 他 泗 义 ， 例 如 , 设 S 是 欧 几 
里 得 矢量 空间 恕 的 任意 mn 维 子 空间 , 如 上 所 述 , 8 有 具有 标准 正 交 基 
xx …，dm。 如 有 果 ?是 不 在 妨 中 的 任意 矢量 , 那么 用 上 述 正 交 化 过 
程 可 以 把 ?表示 成 两 个 矢量 的 和 ?=a 十 B, 其 中 分 量 有 是 在 4 中 ， 
分 量 & 与 总 的 每 个 矢量 垂直 .矢量 有 称 为 ?在 人 上 的 正 ( 交 ) 投 影 

我 们 以 确定 已 知 ( 实 ) 有 限 维 矢 量 空间 玉 上 的 全 部 内 积 来 结束 
本 市 ， 显然, 如果 w， …， om 是 下 的 任意 一 组 基底 ， 那 么 对 任意 矢 
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量 二 =Ziol 十 十 Zaon 和 7 三 2 十 … 十 go 根据 双 线 性 我 们 有 
(用 -( 王 io we 袜 vigkosaD (45) 


于 是 , 任意 两 个 矢量 的 内 积 通过 个 实 党 数 (ai，an) 二 Gi 披 确 定 
为 坐标 x; 和 纪 的 某 一 个 双 线 性 型 ， 因 为 (xi, ae) 一 (Qu，Qi)， 所 以 
这 个 形式 是 对 称 的 . 


反 过 来 ，8 中 任意 对 称 双 线性 型 之 ,airzig (aixs 一 Qii) 注 足 


(38) 和 (39) 式 的 前 三 个 条 件 . 第 四 个 条 件 表明 二 次 型 二 cixizr 元 
“正定 的 ?， 也 就 是 说 ， 工 aiaxzizt 盖 0， 除 非 每 个 zx;= 0， 一 个 方 阵 
是 否 正定 的 判别 方法 将 在 $ 9.9 中 推导 . 

对 于 标准 正 交 基 , 我 们 有 (Qi, ae) = 二 0， 当 i 天 k; (aa 三 1 因 
此 (45) 化 为 


(&, 7) = > 89; = Kg + ny (46) 
i 一 1 


由 这 个 公式 我 们 可 以 得 出 结论 

定理 22 对 于 标准 正 交 基 ，“ 抽 象 的 ?内 积 表现 为 “具体 的 " 形 
式 (46) 

这 样 每 个 有 限 维 欧 几 里 得 矢量 空间 就 同 构 于 某 个 R". 


刁 题 
1， 对 下 列 各 组 矢量 张 成 的 四 维 欧 几 里 得 矢量 空间 的 子 空间 ， 求 出 标准 
正 交 基 : : 
(a) (1,1,0,0), (0, 1,2,0) 和 (0, 0, 3, 4); 
(b) {2,0,0,0), (1, 3,3,0) 和 (0, 4, 6, 1), 
(提示 : 先 找 出 正 交 基 , 然后 再 标准 化 . ) 
2， 画 图 说 明 矢 量 在 一 维 子 空间 上 的 正 投影 . 
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3， 求 矢量 = (2, 1, 3) 在 由 w= (1 0,1) 张 成 的 子 空间 上 的 正 投影 . 
4， 求 8=(0,0,0,3) 在 习题 1 中 所 述 的 每 个 子 空间 上 的 正 投影 . 
5。 设 S 是 网 几 里 得 舌 量 空间 加 的 任意 子 空间 ， 证 明 :; 与 S$ 中 每 个 舌 量 
5 正 交 的 全 体 矢量 的 集合 S+ 是 满足 下 面条 件 的 子 空 间 : 
SNS:=0, S+S+=E, 并 fH. dL S]+a[LS+]=da[F] 
( 子 空间 5 称 为 5 的 正 交 补 空间 .) 
6， 在 三 维 欧 几 里 得 矢量 空间 中 , 求 出 由 (2, 一 1, 一 2) 张 成 的 子 空间 的 正 
区 补 空间 的 基底 ， 
7. 求 出 习题 1 中 所 述 的 每 个 子 空间 的 正 交 补 空 间 的 基底 . 
“8，(〈a) 列 出 Q@3 中 的 非 平 几 子 空间 , 它 不 包含 任何 长 度 为 1 的 关 量 ， 
(b) 对 标量 属于 任意 有 序 域 的 矢量 空间 ， 叙 述 并 证 明 类 似 于 引 理 2 
的 命题 . / 


$7.12 商 空间 


我 们 现在 将 要 指出 ，$ 6, 13 中 的 商 群 的 构造 方法 容易 推广 到 
天 量 空 间 中 去 ， 设 放 是 域 了 上 任意 矢量 空间 ， 并 设 5 是 让 的 任意 
于 至 间 . 在 加 法 运算 之 下 , 了 是 一 个 交换 群 ， 而 且 如 是 下 的 一 个 
(正规 ) 子 群 ， 因 此 我 们 可 以 构 嘻 加 法 商 群 了 /8. 

例如 , 在 欧 儿 里 得 空间 Rs 中 , 设 & 是 由 单位 矢量 (0, 1, 0) 的 全 
体 倍数 (0, y, 0) 组 成 ， 则 对 任意 矢量 K= (a, 8，c),， 陪 集 是 由 全 体 
矢量 (a, 5 十 y, c) 组 成 , 其 中 每 个 矢量 与 wa 有 相同 的 xz 坐标 4 和 相 
同 的 z 坐标 c; 它们 是 舌 量 (a, ., c), 这 里 的 圆 点 位 置 是 一 个 任意 
元 素 ， 在 商 群 R /3 中 ， 两 个 这 样 的 矢量 的 和 (a, ', ¢) 十 (@',*, 6 
显然 是 (a 十 @,*, Cc 十 06)， 

”在 这 个 例 中 ,我 们 也 可 以 用 任意 标量 iER 去 乘 每 个 矢量 (4,*， 
0) 而 得 到 新 的 陪 集 (ta,*, tec)， 显 然 ， 在 这 些 运 算 之 下 商 群 R/S 
古 一 个 ( 实 ) 天 量 空 间 ， 我 们 现在 指出 ， 类 似 的 构造 能 够 推广 到 一 

已 知 域 了 上 天 量 空间 VV， 我 们 可 以 把 § 6. 13 的 讨论 移植 到 了 
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上 得 到 商 空 间 7/1S= 和， 回忆 一 下 , 对 任意 群 GC 和 (正规 ) 子 群 NA， 
商 群 G/N 的 元 素 只 不 过 是 入 在 G 中 的 陪 集 xN， 因 此 ， 已 知 舌 量 
空间 7 的 一 个 子 空间 S, 每 个 矢量 atV 确定 5 的 一 个 陪 集 ， 这 个 
陪 集 定义 为 由 所 有 和 a 十 o (对 一 切 gcES) 组 成 的 集合 ga 十 S. 例如 ， 
4 一 5 十 0 是 这 个 陪 集 的 一 企 天 量 ， 称 它 是 这 个 陪 集 的 “代表 元 素 ” 
两 个 陪 集 4 十 S 和 Bb 十 S 相等 (作为 集合 ) 当 且 仅 当 wx 一 PS; 当 这 

个 结论 成 立时 , % 和 8B 代表 同一 个 陪 集 (是 陪 集 的 元 素 )， 几 何 上 ， 
子 空间 5 的 不 同 陪 集 恰恰 是 5 在 平移 之 下 的 “平行 子 空间 ”， 
我 们 定义 两 个 陪 集 的 和 是 一 个 陪 集 . 
(caG 十 操 ) 十 (有 十 避 ) = (+h)+S, 
同 $6.13 的 引 理 2 中 所 说 的 一 样 ， 这 个 和 不 依赖 于 代表 元 厅 & 和 
BB 的 选择 ， 下 面 定义 陪 集 a 十 S 用 标量 。 乘 而 得 到 的 积 是 陪 集 
/ c(a1 8)=eat8. : 
因为 a 一 BES 可 推出 ca 一 cBE5， 所 以 这 个 积 也 不 依赖 于 已 知 陪 
集 的 代表 元 素 的 选择 ， 不 难 验证 ， 这 两 个 定义 使 得 5S 在 中 的 所 
有 陪 集 的 集合 V/S 成 为 一 个 矢量 空间 ， 它 称 为 对 于 5S 的 商 空 

各， 此 外 , 如 果 国 数 己 由 apP=a+w 定 义 , 那么 是 天 量 空间 的 一 
个 满 同 态 , 其 同 态 核 恰好 是 5, 值 域 是 整个 了 7/S， 这 个 国 数 己 称 为 
V 到 它 的 商 空间 上 的 标准 投影 ;于 是 我 们 证 明了 : 

定理 23 已 知 矢 量 空间 玉 的 任意 子 空 间 SS， 则 存在 一 个 商 空 

间 及 二 V/S 和 一 个 满 同 态 P:『 一 和 X, 同 态 核 是 司 它 的 值 域 是 大 


习 题 
1， 设 3 是 空间 RB? 中 的 一 维 子 空间 ,证明 : 4 的 全 体 陪 集 是 所 有 平行 于 
S 的 直线 ， 
2， 设 让 =, 了 是 任意 域 ,S 是 由 (1 1 0) 和 (1 1 1) 张 成 的 子 空间 . 
(a) 证 明 : 两 个 矢量 (z, 9, 2) 和 (z ,yz ) 在 3 的 同一 个 陪 集 里 当 且 
“243 。 


仅 当 Z 十 9 = 二 vw 十 沁 
(b) 当 =R, 描述 S 和 它 的 陪 集 的 几何 意义 ， 

3. 证 明 : 如 果 S 是 V=F"* 中 同 构 于 "的 一 个 子 空间 ， 那 么 V/S 与 
Fr-m 同 构 . 

4， 详 细 证 明 ， 在 正文 所 述 运 算 之 下 ， 矢 量 空间 下 的 任意 子 空间 8 的 全 
体 陪 集 构 成 一 个 矢量 空间 ， 

5、 设 了 = 及 [z] 是 所 有 实 多 项 式 了 (o) 构 成 的 空间 , 并 设 

$f DP LH) +f( -2)]. 


(a) 证 明 : $ 是 矢量 空间 的 同 态 . 
(b) 描述 它 的 核 3 和 商 空间 /4 


* 8 7.13 ”线性 函数 与 对 偶 空间 


在 初等 代数 中 ,有 限 维 矢量 空间 VV=7" 的 变 和 拓 量 &= (Zb 
Za) 的 坐标 X1，…， Zr 的 ( 齐 次 )“ 线 性 函数 ”是 特殊 形式 的 多 项 式 晴 
数 
f(€) =Ef=c1m + 二 Cam = W101 十 "十 CnCn, (47) 
这 里 c1,…, cj 是 域 了 中 的 任意 常数 ， 容 易 验证 ， 任 意 这 样 的 负数 
f 满足 恒等式 
(E+Df=Ef+nf, (as)f=a(sf) | (48) 
其 中 5, 1 为 了 中 任意 矢量 ; a 为 下 中 任意 标量 . 
恒等式 (48) 与 公式 (47) 的 定义 相 比 有 两 个 优 后 : (0 《48) 是 团 
数 内 在 的 性 质 ( 即 它们 不 依赖 于 了 的 基底 的 选择 ); (11) (48) 可 用 
于 无 穷 维 矢量 空间 (例如 用 于 函数 空间 ). 因 此， 我 们 把 任 巧 坡 环 
上 任意 矢量 空间 了 上 的 线性 函数 了 定义 为 满足 两 个 恒等式 (48) 的 
从 TV 到 了 的 国 数 ， 
在 第 一 个 恒等式 中 取 7=0, 立即 看 出 ，0jf = 0， 这 两 个 恒等式 
可 推出 组 合 恒等式 
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(aoE +0n)f=a(é£f) i667)), énEV, a,btt (49) 
有 反 过 来 , 这 个 恒等式 当 取 a=5=1 便 给 出 (48) 的 第 一 个 得 守 式 , 因 = 
此 0f=0， 并 且 当 取 8=0 时 ， 得 出 (48) 的 第 二 个 恒等式 ， 简单 地 
说 , 线性 男 数 了 是 保持 线性 组 合 性 质 的 国 数 . 
刚才 定义 的 “线性 图 数 ” 概 念 实质 上 等 价 于 $7.8 中 引进 的 
“ 众 标 "概念 , 即 定理 14 中 的 每 个 ze 当 扣 在 也 上 变化 时 , 它 是 的 
线性 函数 ， 下 面 结 果 是 定理 14 的 对 侦 定 理 , 在 某 种 意义 上 ,定理 
14 更 简短 明确 . 
定理 24 如 果 Bl，…，pBn 是 上 关 量 空间 VF 的 一 组 基底 ， 
cy Cn 是 万 中 的 个 常数 ， 那 么 在 人 中 有 一 个 且 仅 有 一 个 线性 
函数 站 使 得 Bif 二 ci:，i 二 1,…,R%。 这 个 函数 由 公式 
(viBit +rBr)f 一 ic 十 十 22Cn (50) 
证 明 对 % 用 归纳 法 , 对 任意 适合 p=c; ($=1,…, 1) 的 线 
性 函数 了 , 从 (49) 可 直接 推出 方程 (50)， 反 过 来 , 对 7 的 任意 一 组 
基底 B,…, 有 ,根据 定理 14, 每 个 5 有 唯一 的 表示 5 二 Xz1Pi1 十 … 十 
zabn， 因 此 对 卫 中 任意 常数 c1,…, cs， 方 程 (50) 定 义 一 个 单 值 函 
数 . 这 个 函数 是 线性 的 , 这 因为 对 任意 5 和 = 如 Bi1 十 … 十 ypBs, 有 
(ag +bD f=[ > aritby;) pi; |f= > (axit+byi) 0 
—a > Xici tb > yc =a(Ef) +6nf), 
因此 条 件 (49) 请 是 . 
推论 "上 的 线性 函数 是 由 线性 表达 式 (47) 给 出 的 函数 ， 
事实 上 ，(47) 式 给 出 函数 f， 它 在 F" 中 单位 矢量 es 上 取 值 
Cj;, 于 是 每 个 线性 图 数 由 (47) 中 的 % 个 系数 (01,…,C;) 所 确定; 这 
就 表示 全 体 线性 函数 本 身 构成 一 个 矢量 空间 . 
对 任意 矢量 空间 玉 , 把 两 个 线性 国 数 了 和 9 的 和 了 十 9 定义 为 
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由 方程 
5(jf 十 9 王 绪 二 9， 对 一 切 EtV (51) 


给 出 的 函数 , 把 线性 函数 了 和 标量 c 的 乘积 cf 定义 为 由 方程 
és (fc)= (£1)c， 对 一 切 E€V, cEF (52) 


给 出 的 函数 ， 我 们 容易 验证 +g 与 fc 仍 是 了 上 的 线性 函数 . 
定理 25 设 是 上 的 入 量 空间 ，V* 是 了 上 所 有 线性 函数 
的 集合 ， 那 么 V* 在 由 (51) 和 (52) 定 义 的 了 十 9g 和 fc 两 个 运算 之 
下 也 是 而 上 的 和 关 量 空间 . 
这 个 了 上 线性 函数 和 天 量 空间 V* 称 为 VV 的 对 偶 空间 或 族 的 共 
罗 空 间 ， 在 现代 数学 中 这 是 一 个 基本 概念 . 
为 证 明定 理 , 我 们 只 须 验 证 ， 对 于 运算 了 +g 与 fj， 矢量 空间 
的 那些 公理 者 成立, 例如, 为 了 证 明 分 配 律 (f 十 9)c=f 了 ctgc,; 我们 
注意 ， 对 任意 EV, 根据 定义 (51) 和 (52)[ 以 及 中 的 分 配 律 ,有 
élL(f+9)cel=Ls(f+g) lce=[éf +ég1c 
= (éf)c+ (£9)c=é(fc) +é(ge) 
=£(fc+ge). (53) 
这 个 方程 表明 , 户 数 (f+g)c 和 fc+gc 对 任意 自 变量 三 都 有 相同 
的 值 , 因此 它们 一 定 相 等 。 其 他 公理 的 证 明 类 似 . 
推论 1 如 果 矢 量 空间 玉 有 一 组 有 限 基底 Bi,…, B,， 那 么 它 
的 对 偶 空间 V* 有 一 组 基底 ， 这 组 基底 是 由 (zi 十 … 十 DJ) 下 = 
Zi 《2 二 1,…,R) 定 义 的 个 线性 配 数 有,…, 下 组成， 这 名 个 线性 
函数 由 公式 
0， 当 2 站 )，，.， 
pf yy b,j 1, (54) 
唯一 确定 . 
证 明 对 于 % 个 已 知 标量 c1,…, cw 线性 组 合 fic1 十 … 十 fc 
是 一 个 线性 图 数 ; 根据 (54), 它 在 任意 基 拓 量 86; 上 的 值 是 
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p> fi )= Pfici=0. 


我 们 可 以 推出 函数 有 ，…, 到 在 V* 中 线性 无 关 ， 这 因为 如 果 了 = 
fici 二 +*… 二 fcn=0， 著 么 对 每 个 ?， Bb.f=0, 因此 6c1= 二 6s 二 … 二 6x 
=0， 还 可 以 推出 % 个 线性 函数 有 ，…， fs 张 成 空间 了 *: 根据 定理 
24, 任意 线性 函数 了 是 由 它 的 值 6,f= c; 所 确定 的 , 因此 了 等 于 以 


这 些 c; 值 为 系数 而 构成 的 线性 组 合 fics. 


这 组 基底 用,…, fi 称 为 已 知 基底 Bi,…, Pr 的 对 偶 基 ， 

推论 2 交 维 矢量 空间 玉 的 对 偶 空 间 了 * 的 维 数 同 下 一 样 , 也 
是 %. 

把 了 了 的 每 个 矢量 Ex;B; 映 到 V* 的 国 数 fic; 的 变换 了 :一 
V* 是 了 到 T* 上 的 同 构 ; 然而 , 这 个 间 构 依赖 于 的 基底 的 选择 . 

设 5 是 中 矢量 ，f 是 对 偶 空间 V* 的 矢量 ,我 们 也 可 以 把 了 
在 自 变 量 & 上 的 值 写成 对 称 的 “内 积 ” 记 号 凶 = (8&, 1)， 那 么 方程 
(49) 变 成 


(aé+bn, f)=alé, f) +5(0n, f). (55) 
而 加 法 和 数 乘 的 定义 (51) 和 (52) 变 成 
(€, fc+ga)= (é€, f)c+(é, gd. (56) 


这 两 个 方程 的 类 似 上 暗示 了 另外 一 种 解释 ， 在 (&， 有 中， 保持 & 固 


定 , 而 让 f 变化 ， 那 么 , 由 (56), 三 确定 了 的 一 个 线性 函数 , 并且 由 

(55)， 这 些 印 数 上 的 矢量 运算 恰恰 对 应 于 原来 矢量 上 的 天 量 

正式 地 , 下 中 每 个 矢量 确定 对 偶 空 间 V* 上 的 一 个 函数 FF， 
它 由 了,( 了 ) = (&, 了 来 定义 ， 那 么 (56) 表明 了 是 线性 国 数 . 

定理 26 住 意 有 限 维 矢量 空间 人 ,在 下 述 对 应 下 与 它 的 二 次 

共 罗 空 间 (V*)* 同 构 ， 这 个 对 应 把 每 个 和 拓 量 EETV 映射 到 由 了 (了 ) 
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一 上 定义 的 函数 下 上 ， 
” ”证明 根据 (55) 式 ， 对 应 r:E FP, 保持 矢量 加 法 和 数 乘 运 
算 . 我 们 现在 证 明 = 是 一 对 一 的 , 因而 是 一 个 同 构 。 如果 5 到, 那 
么 5=E 一 7 站 0, 于 是 上 是 节 的 基底 的 一 部 分 .因此 , 根据 定理 24， 
在 V* 中 存在 满足 Efo=1 才 0 的 一 个 线性 国 数 fo, 使 得 
Fi(fo)=F,(f0) tPF (fo)=F,(f0) +1AF, (fo). 

这 就 证 明了 z 是 一 一 的 , 因此 它 是 了 到 (V*)* 的 同 构 .可 是 由 定理 
25 的 推论 2, 了 和 (7*)* 的 维 数 相同 , 因此 z 是 映 上 的 . 证 毕 

这 个 同 构 EP 了 ,, 同 由 推论 2 剖 含 的 VV 和 VYV* 之 间 的 同 构 不 一 
样 , 它 是 “自然 的 ”, 因为 它 的 定义 不 依赖 于 的 基底 的 选择 . 

设 S 是 VV 的 任意 子 空间 , S 是 V* 中 所 有 满足 (c, 力 =0( 对 每 
个 o€5) 的 那些 线性 函数 所 组 成 的 集合 ， 我 们 把 集合 5" 同 子 空 
间 S 联 系 起 来 ， 称 S' 是 态 的 零 化 子 . 显然 它 是 V* 的 子 空间 ， 这 
因为 由 (o, 了 有 =0 和 (o, 9)==0 可 推出 (0o, fc 十 gq) = 二 0. 下 的 子 空 
间 和 它们 在 V* 中 的 零 化 子 之 间 的 对 应 S>S" 具有 性 质 

车 SCT 可 推出 S' 汪 7T (57) 

(包含 关系 是 反 的 )， 这 因为 如 果 fE7T, 那么 对 7 了 中 每 个 o 有 
(o, 有 n=0， 因 此 对 每 个 o€ESCT 也 有 (o, 有 ==0. 仅 有 0 一 个 元 
过 组 成 的 子 空间 的 零 化 子 是 整个 对 偶 空 间 WV， 六 的 零 化 子 是 六 * 
中 仅 有 零 函 数组 成 的 子 空间 . : 

由 对 偶 性 , 设 丸 是 共 斩 空 间 Fr* 的 子 空间 , RB 是 万 中 由 所 有 满 
足 (&, 有 ==0( 对 每 个 fEBR) 的 组 成 的 子 空间 ， 则 每 个 廊 确 定 一 个 
R' 作为 它 的 零 化 子 . z 

定理 27 如 果 访 是 % 维 矢量 空间 六 中 的 万 维 子 空间 ， 那么 把 
心 堆 化 的 所 有 线性 函数 了 组 成 的 集合 避 是 V* 的 nn 一 请 维 子 空间 ， 

证 明 选取 & 的 一 组 基底 B1,…, Bt， 并 根据 定理 6 把 它 扩 张 
成 的 一 组 基底 B1,…，pB。， 在 V* 的 对 偶 基 fi1，…，f。 中 ， 国 数 
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六 ci 十 … 士 扩 c 对 于 人 访 的 所 有 估量 都 为 零 当 且 仅 当 它 对 于 每 个 BB， 
…, 有 为 零 ， 也 就 是 说 ， 当 和 且 仅 当 cj=…= ce 一 0， 这 恰好 意味 着 
2 一 个 函数 fi1,…, fi 构成 5 的 零 化 子 5S 的 一 组 基底 . 
定理 27 恰 是 关于 齐 次 线性 方程 组 线性 无 关 解 的 个 数 的 定理 
13 的 重 述 . 
子 空间 到 它 的 零 化 子 之 间 的 对 应 S r>S 引出 % 维 射影 几何 
的 对 偶 原 理 , 在 这 方面 , 下 面 的 性 质 是 基本 的 ， 
定理 28 对 应 SFBS 满足 
(S)=S8, (S++T)=8 NT, (SND'=S +T. (58) 
证 明 ”因为 对 心中 一 切 上 和 4 中 一 切 f, 有 (é, 由 =0, 所 以 
中 每 个 所 零 化 8 中 每 个 矢量 f, 因此 EE(S')', 于 是 (58')' 沪 S， 但 
是 根据 定理 27，(S 1) 的 维 数 等 于 2 一 (一 人 =8&=4dLS]; 因此 
(5)' 必 5 是 不 可 能 的 , 必 有 (S') = 
这 个 关系 表明 ,了 和子 空间 到 它 的 零 化 子 的 对 应 S PS ， 当 作用 
两 次 时 束 是 恒 等 对 应 ; 因此 这 个 对 应 有 着 并 且 是 一 一 映 上 .因为 
根据 457) 它 也 是 相反 的 包含 关系 , 所 以 我 们 推出 , 它 把 包含 SS 和 了 
的 最 小 子 空 间 &+ 了 映射 到 包含 在 3 和 TT 中 的 最 大 子 空间 
S f 人 人 .并 由 对 偶 性 得 到 (SS 人 2 = 人 十 于 
推论 1 设 开 (了 ) 是 域 上 有 限 维 矢 量 空间 严 的 所 有 子 空 间 组 
成 的 集合 ， 存 在 一 个 二 (7 到 自身 的 一 一 对 应 , 这 个 对 应 使 包含 关 
系 相 反 并 且 满 足 (58). 
证 明 设 V 中 选取 任意 一 组 固定 基底 B1,…, Bs. 对 下 的 任意 
子 空间 S$， 设 S 是 所 有 满足 下 面条 件 的 矢量 7= 纺 DB 十 … 十 加 ph 
组 成 的 集合 : : z 
X91 二 十 Xnyn 二 0, 对 心中 一 切 三 = (zi 十 十 XBi). (59) 
我 们 重复 一 下 证 明定 理 27 和 (58) 式 时 用 过 的 论证 , 就 可 以 得 出 所 
需要 的 结 条. 
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注 1 在 有 限 维 欧 刀 里 得 矢量 空间 召 的 情形 ， 存 在 一 个 从 召 
到 它 的 对 偶 空 间 B* 的 自然 同 构 ， 它 可 以 通过 内 蕴 内 积 (&, 7 来 定 
义 . 对 每 个 矢量 mEB, 公式 ,= ( 四 定义 了 一 个 上 的 函数 f,， 
因为 (6, 四 是 双 线 性 的 , 所 以 f, 是 线性 的 . 容易 证 明 , 对 应 7r> 刀 是 
用 到 B* 上 的 同 构 . 

注 2 ”对 于 无 穷 维 矢量 空间 亿 下 到 T* 的 同 构 一 般 来 说 并 不 
存在 ， 例 如 , 设 了 是 所 有 序列 = (wi,…, ww,…) 组 成 的 矢量 空间 ， 
其 中 各 分 量 znEF, 并 且 只 有 有 限 多 个 非 零 元 素 ， 加 法 和 乘法 是 逐 
项 进行 上 任意 线性 函数 仍然 可 以 表示 成 形式 弛 = 五 vicp 其 中 
的 系数 是 任意 无 穷 序 列 ?= (cl,， co，…，cw ……)、 因 此 对 偶 空间 
V* 是 由 所 有 这 样 的 无 穷 序列 组 成 ， 空 间 耻 和 T* 不 同 构 . 例如 ,我 
们 借助 于 更 新 的 概念 , 如 果 丸 是 可 数 域 , 那么 了 是 可 数 的 , 但 V* 却 
是 不 可 数 的 . : 


习 题 

1， 完 成 定理 25 的 证 明 . 

2. 设 …, 下 是 维和 拓 量 空间 VF 上 2 个 线性 无 关 的 线性 函数 ，61,…， 
cn 是 已 知 常数 ， 证 明 : 了 中 存在 一 个 且 只 存在 一 个 满足 弛 :=ci(i=1,…， 
n) 的 和 拓 量 £&， 利用 非 齐 次 线性 方程 组 加 以 解释 ， 

3，(a) 完成 注 1 的 证 明 ， 

(b) 指出 注 1 与 定理 25 推论 1 的 联系 . 

4. 在 CC 中 定义 (8, 7) = XY — YiTs + ads — Yas, 对 每 个 子 空间 5, 定义 
S' 为 所 有 满足 (5,7) =0( 对 一 切 ES) 的 矢量 了 组 成 的 集合 ， 证 明 : (57) 和 
(58) 成 立 ， 并 证 明 ， 如 果 8 是 一 维 空间 , 那么 ScC8". 
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第 八 章 矩阵 代数 


$ 8.1 线性 变换 与 矩阵 
有 很 多 方法 可 以 把 一 个 平面 线性 地 映射 到 自身 , 也 就 是 说 , 使 
得 矢量 的 任意 线性 组 合 被 映射 到 变换 了 的 矢量 的 同一 线性 组 合 . 
用 符号 表示 这 就 是 
(cE +adMT=6 (ET) +d (nT). (1) 


与 此 等 价 的 说 法 是 , 下 按 下 述 意义 保持 加 法 与 数 乘 : 
(E+WDT=ET+nPT, (cE)T=¢ (ET). / (2) 


例如 ， 考 虑 平面 围绕 原点 转 过 0 角 的 ( 反 时 针 ) 刚体 旋转 BR. 
在 几何 上 ， 显 然 B, 把 以 & 和 为 边 的 平行 四 边 形 对 角 线 5 十 7 变 
换 到 以 ER, 和 ?BR 为 边 的 平行 四 边 形 对 角 线 8 十 7R6, 用 图 1 加 
以 说 明 ， 在 图 中 9=135 "， 并 可 看 出 (56 十 和 DR 二 6Bo 十 7Ro。， 还 有 ， 
如 果 c 是 任意 实 标量 , 则 6 的 倍数 c 旋转 到 c (ER6)， 于 二 (5s) 
=c(ER,)， 因 此 平面 的 任意 刚体 旋转 都 是 线性 的 ， 此 外 ， 对 于 空 
间 围 绕 任 一 轴 的 旋转 , 可 做 同样 的 考虑 ， 


\ x sR -~ 
\、 < gx | 
\ | 
、 iiRe | | 2 
图 1 


再 有 , 考虑 平面 离开 原点 的 简单 扩展 Do 在 这 个 扩展 下 , 平面 
上 每 个 点 说 径 向 移动 到 一 个 位 置 ， 这 个 位 置 到 原 扣 的 距离 是 原 中 
* 25T。 


离 的 & 倍 , 用 符号 表示 , 我 们 有 
ED, = ké, 对 一 切 &. (3) 
这 个 变换 又 把 平行 四 边 形变 为 平行 四 边 形 ， 因 此 和 拓 量 和 变 为 矢量 
和 , 所 以 (56 二 1)D: = 二 ED 十 nDi, 此 外 , (c6)D;=kcs = cké=c (5D; 
因此 D; 是 线性 的 ， 注 意 , 如 果 0 二 k 二 1,， 那么 公式 (3) 定 义 了 一 个 
朝 问 原点 的 简单 压缩 ; 如 果 8& = 一 1， 那么 公式 (3) 定 义 了 一 个 关于 
原点 的 反射 (通过 180 的 旋转 ) 所 以 这 些 变换 也 都 是 线性 的 . 
在 任意 有 限 维 矢量 空间 7" 中 存在 类 似 的 变换 ， 比 如 , 设 了 是 
R” 的 变换 , 它 把 每 个 矢量 上 = (zi za zs) 变 到 矢量 7= (YY, 93)， 
7 的 坐标 由 上 的 坐标 zu xz, zs 的 齐 次 线性 函数 给 出 : 
1 一 CI101 十 0O172 十 Ci23， 
92 一 0221 十 0272 十 C203， 《4) 
Ys3= O371 03% CTs. 
显然 , 如 有 果 所 有 zi 都 乘 上 同一 个 常数 &, 那么 (4) 中 的 所 有 9; 也 同 
样 乘 上 党 数 0 所 以 (46)T=dn 二 d (ET)， 同 样 , 矢量 5 与 5 三 (2 
z2 XZ3) 的 和 十 二 (wi 十 wl, Xz 十 X,Y3 十 X33) 的 变换 式 5, 可 以 由 (4) 
计算 出 它 的 坐标 为 
2 一 0Oj(CZI 十 Wi) + b;(X2 + ro) 十 CC23 十 %3) 
= (Qt1 十 Dj 十 Cj3) 十 (Gj21 十 Dj22 十 Ci23)， 
其 中 J=1，2，3， 这 些 zj 恰好 等 于 9; 十 yi, 这 里 9 由 (4) 式 给 出 ， 
而 y; 相应 于 (4) 的 表示 ， 这 就 是 说 , (个 十 5 ) 了 三 上 十 二 了 
反 过 来 , 在 R” 上 任意 到 自身 的 线性 变换 具有 形式 (4)， 为 得 
到 这 个 结论 ,分 别 用 
4 一 (al qs, 43), b= (ou b2, bs3), y= (C1, C2, C3) 
表示 单位 矢量 | 
el=(1,0,0), es= (0,1,0), es= {0,0, 1) 
的 变换 式 , 那么 变换 了 一 定 把 R 中 每 个 矢量 = (zu za，zs) 变 到 
232。 


人 一 上 一 (ZI81 十 Woa82 二 2323) 人 
=%1(€1T) 十 02(e27) 十 Z3(237) 
一 21G 十 23 订 十 Z3? 


一 : (XQ) 十 2o2pl 十 YC XiC2 十 0202 十 05C2)010s 十 20D3 十 XaC3) 。 


因此 , 如 果 工 是 线性 的 , 那么 它 就 具有 形式 (4). 

前 面 的 构造 明显 地 给 出 (4) 的 系数 . 比如 , 考虑 围绕 原点 转 过 9 
角 的 反 时 针 旋 转 BE. 根据 正弦 函数 和 余弦 函数 的 定义 , 我 们 得 到 ， 
单位 矢量 e1= (1, 0) 旋 转 到 (cos06，sin9), 而 单位 矢量 ez= (0, 1) 
旋转 到 


(cos(9+ 至 ) sin(9+ 至 ))=( 一 sint, cos0). 
这 样 , 在 (4) 中 我 们 有 4= cos0， b= sinb, a*—=— sin0, b*— cosOh, 
所 以 RE。 的 方程 是 
Ro: 7 =xcos0—ysinO, y =rxsin0+yeosb. (5) 
同样 ， 关 于 通过 原点 并 与 % 轴 交 成 a 角 的 直线 的 反射 F, 它 
把 极 坐 标 是 (7, 9) 的 点 变换 到 极 坐 标 是 (Yr，2o 一 奶 的 点 ， 因 此 ， 变 
换 了, 的 效果 可 用 


F,: x 一 cos2a 十 Vsin 20, 


1 一 Vsin2a 一 yeos20 . (5) 
表示 . 
关于 线性 的 概念 还 可 以 更 一 般 地 应 用 到 同一 域 上 任意 两 个 和 
量 空间 之 间 的 变换 . 


定义 下 和 了 研 是 同一 域 玉 上 的 矢量 空间 ,变换 且 :FF-> 人 如 果 
对 信 中 一 切入 量 5 和 1， 对 忆 中 一 切 标 量 c 和 Q, 有 
(cst+adn)T=c(ET) dn7), 
那么 称 卫 为 线性 变换 ， 
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例如 , 考虑 变换 
DI: (0 3) > rHY, LT—Yy, 20) = (x', Y 2) (6) 
它 是 由 方程 w 二 x 十 y,Y 二 X 一 y,z 三 20 定义 的 .这 个 变换 把 平面 
矢量 (1, 0) 和 (0，1) 分 别 变 换 到 空间 中 的 正 交 矢量 (1, 1, 2) 和 
(1, 一 1 0), 并 把 平面 线性 地 变换 到 空间 的 一 个 子 集 合 . 
用 下 面 的 原理 处 理 有 限 维 情况 更 为 方便 . 
定理 如果，…，pm 是 矢量 空间 下 的 任意 一 组 基底 ， 
ol om 是 矢量 空间 全 的 任意 名 个 矢量 ， 那 么 存在 唯一 的 线性 亦 
换 亿 :8 全 ,使 得 BJT 二 Q1,…, aT 二 am，、 这 个 变换 是 通过 
(tiBit + rnBn) T=Y10 + iad (7) 
来 定义 的 . : | 
例如 ， 在 平面 上 ， 设 Bi=(1, 0)，pBs== (0，1)，&i== (1, 0)， 
x = (oa,1)， 那 么 定理 1 上 断言, 水平 切 变换 
Sa: (X,Y) > (K+ay, y) (8) 
是 线性 变换 ， 并 且 是 满足 条 件 PS。=ai，p289。=as 的 唯一 的 线性 
变换 。， 几 何 上 ,图形 上 的 每 一 操 都 沿 x 轴 方 向 平行 移动 ,所 通过 的 
距离 与 这 一 点 在 Z 轴 上 面 的 高 度 pp C D’ C' 
成 正比 ， 这 个 变换 把 其 边 F 于 |。 | 一 / / 
轴 的 矩形 变换 成 平行 四 边 形 。 4 B /4 B 
( 见 图 2, 可 以 把 它 想 象 成 一 爱 图 2 
纸牌 ! ) 
证 明 如 果 T 是 线性 变换 , 并且 8 如 = aiG= 1 …,m)， 那么 
由 定义 (1) 和 归纳 法 得 到 公式 (7) 的 明显 形式 ， 男 一 方面 ， 因 为 了 
中 每 个 矢量 可 以 崔 一 地 表示 为 XI1Bi 十 … 十 xmpm， 所 以 公式 (7) 定 
义 了 一 个 了 到 WW 的 单 值 变 换 7; 因此 不 可 能 存在 男 外 的 PF 到 玉 的 
线性 变换 , 使 B 友 =ai， 为 了 证 明了 是 线性 的 ， 设 7 三 之 90 是 了 
中 第 二 个 矢量 , 那么 ， 
。25 了 。 


(cs +an) fT -| 二 C0i 甩 ， tS2ayp: 


-| > (cz; + dy;) pz = > (cx; + dy;) a; 


$= i=1 
6S za td Sym,=0(ET) +ad (nT). 
t= 1 t= 
因此 了 是 线性 变换 , 证 毕 
如 有 V=E"™, W = 8", 并 设 bi “""y bn 是 7 的 单位 矢量 1 一 
(1 ， 0， ”3 0)， 一 (0, 0, “”", 1), 我 们 得 到 定理 1 的 一 个 非常 重 
要 的 应 用 ， 在 这 种 情形 , 我 们 可 以 给 出 每 个 & 的 坐标 表示 
ef =a= (a11, Ql2, '""， GQ1n) ， 
E27 一 Ca 一 《0Q21，022 '**, 2n) , (9) 


em =Qn = (Ani Gm ***, mn). 


定理 1 指出 , 刚好 存在 一 个 同 公式 (9) 相 联系 的 线性 变换 ， 干 
是 , 这 个 变换 是 由 m xz 矩阵 4= (ai)) 确 定 的 , 矩阵 4 的 第 i 行 是 
一 组 坐标 (ai1,…，ais)，aij; 是 矩阵 第 i 行 第 j 列 上 的 元 素 ， 这 样 
我 们 就 证 明了 

定理 2 线性 变换 了 DP: Fm"->F" 和 域 上 的 Mm Xn 算 阵 4 之 间 
存在 一 个 一 一 对 应 ， 当 给 定 变换 邦 ， 相 对 应 的 矩阵 4 的 第 宇 行 是 
由 Ei 全 的 坐标 组 成 ; 当 给 定 矩 阵 4 二 (qij), 也 就 是 把 "的 每 个 单 
位 和 关 量 8i 变换 到 凡 的 第 ?2 行 (ai 0;n) 的 唯一 的 线性 变换 . 

我 们 用 Ts 表示 FP" 到 FP” 的 按 上 述 方式 与 4 相对 应 的 线性 变 
换 ， 例 如 , 在 平面 上 ，(5) 式 表示 的 旋转 变换 ，(3) 式 表示 的 相似 变 
换 , 和 (8) 式 表示 的 切 变换 它们 分 别 对 应 于 下 列 矩 阵 


( cos0 sing 
和 ,一 > ? 
一 sinb cosf 
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p>( 0 ,)} sa>( |) 
0 天 a 1 

(9) 式 表示 的 一 般 变换 T=T4。 把 Fr 的 任意 已 知 舌 量 = 
(Xi Xm) 二 V1E1 十 十 Xmen 变换 到 琴 三 有 友 中 的 天 量 

5 一 0101 十 十 2m0m 
一 01(Q1 9 Gin) 十 十 2 人 (Grey Comz) 
= (ZI1011 十 十 ZnmQn1 "WIG In 二 二 Xmlmn). 
因此 , 如 果 ( 纪 ,…, 9,) 是 变换 了 的 矢量 =ET 的 坐标 , 那么 利用 这 
些 坐 标 通过 一 组 齐 次 线性 方程 给 出 7: 
纺 一 Vi011 十 Za021 十 十 In0ml 一 之 Vi0il， 


9 一 XiQi3 十 22022 十 十 ZnQm2 一 0i0i2， 
(10) 


加 一 IC 十 Oo202n 十 ‘WmnGman = > Qi 


因此 我 们 有 

推论 从 FF” 到 F* 的 住 意 线性 交换 可 以 用 形 为 (10) 的 一 
组 齐 次 线性 方程 来 描述 .特别 是 ， 每 个 人 确定 一 个 级 Xi 矩阵 
A 二 (qi;)， 使 得 卫 把 坐标 为 XI1，…*，XWn 的 矢量 5 变换 到 坐标 为 
,Yn 的 舌 量 和 一 ET， 其 中 轨 ,*…， Yn 由 (10) 给 出 ” 反 过 来 ,每 
个 叹 xX8% 和 矩阵 人 通过 方程 (10) 确定 一 个 线性 变换 了 一 4: 一 站 

注意 ，(10) 的 系数 长 方 阵列 并 不 是 (9) 中 出 现 的 矩阵 4， 它 起 
(9) 式 中 行 与 列 对 换 后 的 和 矩阵。 (10) 的 系数 构成 的 %xm 答 阵 , 它 
是 从 m xz 矩阵 4 通过 行 与 列 对 换 而 得 到 的 , 称 为 4 的 转 置 , 并 用 
4' 来 表示 . 如果 4= (ai;) 的 第 1 行 第 7 列 元 素 为 a;;, 那么 矩阵 4 
的 转 置 B 二 A" 是 通过 关系 

Dij=Qi; =ajs (t=1,0,n;)=1,.,m) (11) 

* 2I)6 * 


形式 地 定义 ， 按 照 这 种 记号 , 把 (10) 换 成 更 熟悉 的 形式 
biix1+ bi2t2 + + bimtm= Y1, 
boiT! + O227t2 t+ bomTm = Ya, (11") 
CniT1 Dnotz tt DnmTm = Ym / 

上 述 线性 变换 公式 涉及 到 全 体 mm- 数组 的 罕 间 了 ”和 全 体 n- 数组 

的 空间 7"， 更 一 般 地 , 如 果 玉 和 本 是 了 上 任意 两 个 有 限 维 和 失 量 空 

则 |， VV 是 rr 维 的 ， W 是 名 维 的 ， 当 我 们 选取 Vy 的 基底 bi “"， bn 和 

WW 的 基底 V1,…， ys 之后， 那么 任意 线性 变换 T:V 习 玉 可 以 用 年 


阵 4 表 示 . 由 于 了 是 由 象 BT= aijy; 确定 的 ， 所 以 我 们 说 7 


是 由 对 于 已 知 基底 的 这 些 系 数组 成 的 mxn 和 矩阵 4= (aij) 来 表 
示 ， 这 相当 于 ,在 同 构 避 wiB; (YWm)，B9 ;9 ;FC， 
之 下 , 用 m- 数组 空间 和 %- 数组 空间 分 别 代 替 空 间 了 和 空间 歼 ， 


避 题 
1}。 描 述 下 列 各 线性 变换 的 几何 意义 : 
(a) ¥ 一 Zi 2 =Y; 
(b) y =%,% 一 2 
(€) 太一 0 =0; 
(d) y =Ey, x = Et- koy; 
(e) y =6by, 7 一 Co 
2， 竹 碟 平面 到 和 身 的 变换 ， 这 些 变换 是 按 下 面 叙 述 的 方式 把 每 个 点 书 
变换 到 与 PP 有 关 的 点 P'. 确定 什么 时 候 变 换 是 线性 的 ， 并 求 出 它 的 变换 
方程 
(a) P' 在 忆 的 右 方 两 个 单位 , 在 的 上 方 一 个 单位 (平移 ). 


(b) P' 是 忆 在 过 原点 余 素 为 二 的 直线 上 的 投影 


(c) PP 在 连结 PP 到 原点 的 半 直 线 OP 上, P' 到 0 的 距离 满足 OP -~ 
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(d) 把 已 围绕 原点 旋转 30* 角 ， 接 着 再 平行 于 乡 轴 做 切 变换 , 最 后 得 


(e) P 是 已 关于 直线 =3 的 反射 . 


3， 求 一 矩阵 , 表示 顶点 为 (L, 0) 和 ( 一 汪 士 52 ) 的 等 边 三 角形 的 对 称 . 


4、 描 述 下 列 空间 线性 变换 的 几何 意义 。 
(a) vw =arx,Y =bYy, 2 一 0 
(b) x =0,y =3Yy,2 一 35; 
(Cc) YY =X 十 2 十 55, 2 =Yy,2 一 2 
(d) 太一 0 一 纺 扩 一 2 十 多 2 一 42， 
5， 正 文中 (6) 式 的 变换 矩阵 十 什么 ? 
6， 求 出 下 列 所 拍 述 的 线性 变换 的 矩阵 : 
(a) (1, P00,1), (—1, DP (3, 2); 
(b) (1, OOP,0), 0, DP 1,2); 
(ec) {2,3)P(,0), (3,2)D(1, ~ 1):; 
(dd) (1,0, (1, 2, 1), (0,1, 0 3,1,1), 00,0, DP (0,o0, 3). 
7. 了 的 子 空间 5S 在 线性 变换 人 之 下 的 象 ， 指 的 是 对 态 中 一 切 5 所 有 矢 
量 上 构成 的 集合 (58)T， 证 明 (5)T 了 是 一 个 子 空间 
8.， 一 个 线性 变换 了 TT 把 (1, 1) 变 到 (0, 1, 2), 把 (一 1, 1) 变 到 (2, 1 0). 表示 
TT 的 矩阵 是 什么 ? 


8$8.2 矩阵 加 法 
线性 变换 (和 矩阵 ) 的 代数 包含 三 种 运算 : 两 个 线性 变换 (年 阵 ) 
的 加 法 , 线性 变换 与 标量 的 乘法 ( 数 乘 ), 及 两 个 线性 变换 (给 阵 ) 的 
乘法 ， 我 们 现在 定义 矩阵 的 “矢量 "运算 , 即 两 个 趾 阵 的 加 法 , 及 和 冠 
阵 与 标量 的 乘法 . | 
两 个 就 xz 矩阵 4= (aij)) 与 B= (8;)) 的 和 4 二 B 是 通过 相应 
元 素 相 加 而 得 到 的 , 表示 为 
(ai) + (817) = (Qi; + 0;;). (12) 
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这 个 和 遵 乱 通常 的 交换 律 和 结合 律 ， 因 为 矩阵 的 每 个 元 汉 苯 人 特 这 
两 个 定律 ， 在 这 个 加 法 运算 之 下 ， 所 有 元 素 为 零 的 mx% 秆 隆 0 
作为 零 矩 阵 , 所 以 
0 二 4=4+O=4， 对 一 切 和 mu xx 垂 阵 4. 
矩阵 的 加 法 逆 可 以 通过 对 每 个 元 素 简单 地 乘 以 一 1 而 得 到 . 于 是 ， 
在 加 法 运算 之 下 , 全 体 mx 矩阵 构成 阿 风 耳 群 . 
矩阵 4 与 标量 6c 的“ 数 来 ?" 积 cC4 是 通过 对 矩阵 的 每 个 元 素 习 
以 ¢ 而 得 到 的 ， 我 们 可 以 验证 普通 矢量 定律 ; 
1.4 一 4 c (dA) = (cad)4, 
(c+a)A=cA+da4, c(A++B) 一 c4 十 cB. 
定理 3 在 加 法 和 数 磁 运算 之 下 , 域 玉 上 的 所 有 各 X 色 给 阵 构 
成 一 个 及 上 的 矢量 空间 . 
任意 矩阵 (cii) 可 以 写成 和 本 qijB;;， 其 中 B;; 是 一 个 特殊 拖 
阵 , 它 的 第 1 行 第 7 列 元 素 为 1, 其 余 元 聚 都 为 0， 这些 集 阵 B,;; 是 
线性 无 天 的 , 所 以 它们 构成 所 有 m x 和 矩阵 的 空间 的 一 组 基底 . 因 
此 这 个 空间 的 维 数 旦 pz. 
存在 相应 的 线性 变换 的 代数 ， 设 了 和 忌 是 从 矢量 空间 了 到 矢 
量 空间 下 的 任 量 两 个 线性 杰 换 , 我 们 可 以 通过 
E(T+HU)=ET+EV0， 对 V 中 一 切 & (14) 
来 定义 和 了 十 0U， 类 伺 地 ，“ 数 乘 ” 积 eT 了 通过 (ecT)==c(ET) 来 定 
义 . 根据 定义 (1), 线性 变换 之 和 了 十 U 是 线性 变换 , 这 因为 
(csi+an) (THO)= (cs +dmDT+ (cs +amU 
~—céTD+ceUianT anv 
=cs THTU) TAn(T HU). 
“ 数 乘 " 积 eT 也 是 线性 变换 ， 
当 V= 二 F", 矿 = 了 "由 定 浆 4) 推出 2;(T4+0)=e,T 十 e.U, 因 
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(13) 


此 按 定理 2 那样 ， 与 线性 变换 T++U 对 应 的 矩阵 C 是 与 T 和 UU 对 
应 的 两 个 矩阵 的 和 ， 因 为 e;(cT) ==c(e;7T), 所 以 刚刚 定义 的 线性 
变换 数 乘 运算 对 应 于 前 面 定义 的 m x%n 年 阵 的 数 滋 运算 ， 按 照 定 
理 2 下 面 引进 的 记号 , 这 就 是 
74+5 一 4 二 Ta 和 Te=eTDh. (15) 

这 种 新 定义 具有 本 质 的 优越 性 , 就 是 说 , 这 些 定义 与 VY 和 到 中 所 用 
的 坐标 系 无 关 ( 参 看 8 7. 8). 它们 还 可 以 应 用 到 无 穷 维 矢量 空间 . 

了 最后, 应当 看 出 , 矢量 空间 了 到 矢量 空间 丈 的 线性 变换 恰好 是 
F 到 环 的 同 态 (7 和 了 栈 都 看 作 是 阿 贝 耳 群 )， 它 们 同样 保持 数 乘 运 
算 ， 由 于 这 个 原因 ， 所 有 从 『 下 到 琴 的 线性 变换 构成 的 矢量 空间 稍 
第 记 作 Hom(V, 歼 )， 


-J 题 
1 对 $8.1 的 矩阵 有 Ro, De，So, 计算 2BRo 十 D。，25S, 一 3D, 和 Rs 一 Ss 十 
5D,. 
2. 证 明 : (4 十 万 )* 一 4 十 Br (cA)*=eAr. 
3 证明 法 则 《13). 
4， 不 借助 了 于 和 矩阵 直接 证 明 : 所 有 线性 变换 有 :8 一 机 的 集合 ， 在 (14) 式 
和 它 下 面 所 定义 的 加 法 及 数 乘 运 算 之 下 是 一 个 矢量 空间 ， 


$8.3 和 矩阵 乘法 


两 个 线性 变换 T 和 U 的 最 重要 的 结合 是 它们 的 乘积 TU ( 象 
$ 6. 2 那样 , 先 作 用 T， 后 作用 DU)， 这 一 节 中 ; 我 们 只 考虑 矢量 空 
间 了 到 自身 的 两 个 线性 变换 厂 和 乙 的 乘积 ， 那 么 TU 可 以 定义 为 
V 到 自身 的 线性 变换 , 满足 

E(TU) = (ET)U， 对 六 中 每 个 矢量 &. 

例如 ， 如 果 按 (8) 式 的 切 变换 之 后 再 作用 一 个 相似 变换 Di: 把 
(z ,9 ) 变 到 = 二 kw，y" 二 ky ， 和 它们 的 综合 效果 是 把 (z, 9) 变 到 
es 2Z00。 


z 二 kz 十 kay, 1 二 Ky. 这 个 乘积 Sa 仍然 是 线性 的 ， 

定理 4 两 个 线性 变换 的 乘积 是 线性 变换 ， 

证 明 按照 定义 ， 乘 积 TU 把 任意 5 映射 到 &(7TU) = (6T)U. 
由 于 和 如 都 是 线性 的 , 所 以 有 

(cs tan TU=Lc( (ET) +d(nT) UV 
=c (ETU) 十 WILD (16) 

这 个 公式 就 是 说 , TU 也 满足 线性 变换 的 定义 条 件 (1). 

这 个 结论 意味 着 ， 对 于 人 和 UU 的 两 个 齐 次 线性 方程 组 (10) 可 
以 结合 起 来 产生 对 于 TU 的 齐 次 线性 方程 组 ， 基体 地 说 ， 议 对 应 
于 和 矩阵 4 的 变换 


?WoT Yo 4=(™ ] (17) 
y = Yat Ys, C21 G22 
后 面 有 平面 的 第 二 个 线性 变换 , 它 把 (X,Y ) 上 映射 到 (x ,8 )， 其 中 
"一 Xp bs», b b 
本 7 Ty 21 B=( 11 ?) (18) 
y 一 0 b+Yy b22, bs 0b22 
把 (17) 代 入 (18), 得 到 结合 后 的 变换 为 
x" = (qnbiit G1202) t+ (G1011 G22021)Y, (19) 


y" = (Qi11012 + G12022) XT+ (Qo1b12t G22022)Y. 
这 个 乘积 变换 的 系数 盾 阵 是 由 原来 侈 阵 4 和 BB 根据 下 面 重要 法 则 
计算 出 来 : 
C (人 (on 十 bl202) anbis 十 412022 ) (20) 
21 G22) \b21 b22 G212011 十 Co2Do1 G21012 + Ga22022 
这 个 运算 结果 的 第 一 行 第 二 列 元 素 只 包含 4 的 第 一 行 元 素 和 号 的 
第 二 列 元 素 , 等 等 ， 这 种 乘法 法 则 是 个 省 事 的 方法 , 它 避 免 了 由 变 
量 代 换 ( 象 (19) 式 那样 ) 而 带 来 的 联 烦 . 
对 于 %x% 符 阵 , 类 似 的 公式 也 成 立 , 这 是 因为 定理 2 和 定理 4 
指出 , 变换 也, V: 友 一 天" 的 乘积 一 定 产生 一 个 相应 的 矩阵 的 乘积 . 


LO 。， 


我 们 现在 来 计算 对 应 于 74Ts 的 矩阵 乘积 4B, 以 便 给 出 法 则 
DN = pp. (21) 
由 定理 2, eT = Qijey, ejT'a=. >_ ber. 因此 


e; (DsTg) = (eT 1)Ts= (Fae)) T's = > (£7'8) 


= > 0 (> Dose = ZCirer 
j k k 
其 中 
Ci 一 0 记 关 一 Qiibis 十 ai2025 十 … 十 Ginonk， (22) 
2 


因此 , 为 使 (21) 成 立 , 矩阵 乘积 C= 4B 必须 由 (22) 式 来 定义 .我 们 
采用 这 个 定义 . 
定义 妈 Xxg 矩阵 4 和 多 X 和 和 矩阵 妨 的 乘积 4B 定义 为 丸 X 包 憩 
阵 C, 它 的 第 4 行 第 列 元 素 Ciz 由 (22) 式 给 出 ， 
两 个 矩阵 的 乘积 也 可 以 用 语言 来 描述 : 乘积 4B 的 第 i 行 第 人 
列 元 素 c 是 通过 4 的 第 i 行 与 8B 的 第 列 “ 相 乘 ” 而 得 到 . 行 与 
列 相 乘 的 意思 是 把 它们 相应 的 元 素 相 乘 然 后 再 把 结果 相 加 , 
”从 和 矩阵 乘法 和 变换 乘法 之 间 的 对 应 关系 (21) 直接 推出 ， 和 矩阵 
乘法 福 足 结合 律 ， 用 符号 表示 就 是 
A(BCO) = (4B)O. (23) 
这 因为 等 式 两 边 的 矩阵 分 别 对 应 于 变换 T4 (TpTo) 和 (人 747 se， 
但 根据 变换 乘法 的 结合 律 ( 6. 2), 它们 是 相等 的 . 
矩阵 乘法 不 仪 满足 结合 律 , 而 且 还 满足 对 于 和 盾 阵 和 的 分 配 律 ， 
这 因为 怎 阵 (4 十 BJ)C 的 元 素 必 is 由 (22) 那 样 的 公式 给 出 ; 


0 一 > (Ci 十 六 Ci 一 人 > quicjs + > ,bisesr. 
3 2 i 
这 就 把 di;; 分 成 4C 的 元 素 gi: 和 BC 的 元 素 hii 之 和 , 于 是 就 证 明 


了 下 面 两 个 分 配 律 中 的 第 一 个 : 
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(4+B)C=AC+BC, A(B+O)=AB+AO. (24) 
对 于 与 4 的 “ 数 乘 ” 积 , 我 们 也 可 以 验证 下 面 定律 
(d4)B=d(4B) 和 A(dB)=d(4B). (25) 
把 定律 (24) 和 (25) 概 括 起 来 就 是 说 , 和 阵 乘法 是 双 线 性 的 , 这 是 因 
为 这 些 定律 的 前 一 半 公 式 结 合 起 来 得 到 (44++d*4A*)B=ad(4B) 
二 d*(4*B). 这 恰恰 表明 , 用 和 皇 阵 召 布 乘 是 所 有 2 x2% 第 阵 开 组 成 
的 矢量 空间 上 的 一 个 线性 变换 XhXB，(24) 和 (25) 的 另 一 半 公 
式 断 言 ， 用 怎 陆 4 左 乘 也 是 线性 变换 . 
与 PF" 的 恒 等 变换 T) 对 应 的 是 %Xx% 单位 矩阵 了 ， 它 的 主 对 角 
线 上 (从 左上 方 到 右 下 方 ) 的 元 素 e;; 一 1, 而 其 他 元 素 都 是 零 . 这 是 
因为 对 所 有 :三 1 2 有 si 一 e， 因 为 了 表示 恒 等 变 换 ， 所 以 
它 具 有 性 质 ; 对 每 个 2 xz 矩阵 4, 有 I4= 4A= A4I. 
我 们 可 以 把 前 面 的 结论 概括 如 下 : 
定理 5 域 刺 上 的 所 有 兄 x7 给 阵 组 成 的 集合 在 乘法 之 下 是 
封闭 的 ,该 乘法 满足 结合 律 ， 具 有 单位 元 素 ， 并 且 对 于 夭 量 加 法 和 
数 来 运算 是 双 线 性 的 . 
然而 , 乘法 不 满足 交换 律 , 比如 


-1 0OV 0 1 0 一 1 
0 中 =-(_， 小 
0 1V-1 ON /0 1 
(I 人 0 ')-( ,) 
提示 : 对 于 5 6. 1 中 的 正方 形 , 这 些 矩 阵 引导 出 什么 样 的 几何 变换 ? 
不 是 所 有 非 零 矩阵 都 有 乘法 逆 元 素 ， 例如 生 阵 (; 中 它 表 


示 一 个 在 z 轴 上 的 斜 投影 ， 不 能 引导 出 一 一 变换 ， 因 而 不 是 映 上 
的 ; 所 以 它 没有 左 逆 元 素 和 右 逆 元 素 (3 6. 2 的 定理 1)， 类 似 地 , 消 
去 律 也 不 成 立 , 因为 存在 很 多 零 因 子 , 比如 
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1 0\/0 0 /0 0 2 A4\/0 2 /0 0 

( oa =-(。 中 ( oh _1)-( : )) 
中 等 号 左边 的 矩阵 ， 

公式 (15) 和 (21) 断 言 下 面 的 重要 原理 , 

定理 6 于 的 线性 变换 代数 与 百 上 所 有 双 X8& 矩阵 代数 ,在 定 
理 2 的 对 应 TA 之 下 是 同 构 的 . 

这 就 暗示 了 ， 定 理 5 中 所 断言 的 关于 和 抑 阵 代数 的 一 些 定律 实 
际 上 对 任意 矢量 空间 的 线性 变换 也 是 正确 的 ， 这 种 推测 是 容易 验 
证 的 ， 并 且 当 我 们 应 用 于 适当 的 无 穷 维 矢量 空间 时 ， 就 下 接 导 出 
“运算 微 积 ?的 某 些 形式 . 

例 1 设 V 是 由 实 变量 # 的 所 有 国 数组 成 ,了 是 变换 或 “ 算 子 ” 
[f(z)]J= 了 (z+1)、 如 果 了 IT 是 恒 等 变 换 ， 则 算 子 人 =J 一 了 称 为 
“其 分 算 子 ”, 它 把 了 (x) 变换 到 了 (2 十 1) 一 f(z). 算 子 J 和 A 都 是 线 
性 的 ， 这 因为 Lcf(w) +adg(C(zx)]J=cLf(z)]J+dlg(w)j]J， 盟 然 可 
以 应 用 关于 线性 的 定义 , 但 是 我 们 注意 , 在 无 穷 维 空间 中 并 不 能 建 
立 齐 次 线性 方程 组 ， 对 固定 的 c(z), 运算 jz)->a(z)7(z) 也 是 线 
性 的 . 

例 2 微分 算 子 D 用 于 0” 空间 ，C"” 是 由 具有 任意 阶 寻 数 的 
所 有 函数 组 成 , D 把 f(x) 映射 到 扩 (z), 它 是 线性 的 ， 索 惑 定理 用 
符号 表示 可 以 写成 e” ”==J. 

例 3 对 于 两 个 变量 的 函数 了 (xz, 四, 存在 相应 的 线性 算 于 J，， 
Jp Ds, Dy, As, Ay. 例如 , [f(z,9)jJs= 了 (z+1,9), L(Y, y)1D:= 
fs (7, Y). 


计算 下 列 各 式 : 


(a) AB, BA, A:+ AB— 28; 

(b) (A4+B-—71) (4—-B+I1)— (4+2B)(B- A); 
(ec) DB, 4C, AD; 

(d) 对 于 乘积 (40)D, 4(CD) 验证 结合 律 ， 


2， 利 用 惩 阵 乘法 列 出 下 列 各 变换 (按照 $ 8.1 中 的 记号 ) 方 程 : 
(a) Js (b) S,D,, 
(c) RoS。(0=45 )， (d) RoSsD.(0 = 30°), 
(e) DS,D:. : 
3. 何 时 S。D= DiS ( 按 习 题 2 的 记号 )? 
4， 用 了 T, 表示 § 8.1 习题 4 (n) (%==a,5,c,q) 所 描述 的 变换 。 (用 矩阵) 
计算 下 列 乘 积 : 
(a) TT,, (b) TT,, (Cc) DDL, 
(d) TT,, (e) TT,T,. 


7. 
8. 


证 明定 律 425) 和 定律 (24) 的 第 二 个 公式 . 

(a) 展开 (4 十 号 ) >， 

(b) 证 明 A3A4:= 4:43， 

直接 从 定义 (22) 证 明和 矩阵 乘法 的 结合 律 . 

考虑 两 个 朱 阵 的 新 “乘积 ”4xXxB， 把 它 定义 为 4 和 BB 的“ 行 与 行 " 相 


弱 ， 这 个 乘积 满足 结合 律 吧 ? 


9. 


(a) 设 


0 
0 
l 


1 
6 
k 0 
,) es- 人。 
] 0 


OO 
OO 
Qo bp 
a 人 


计算 乘积 BE, BE,, BE,, Eb,E,, PiE;. 


10. 


(b) 设 4 是 任意 3x3 惩 阵 , 48, 与 4 有 什么 关系 ? 
(ec) 描述 一 下 用 ,各 右 乘 任意 3X3 和 给 阵 所 产生 的 效果 . 
不 用 和 矩阵 证 明 : 对 于 VV 到 它 自 身 的 任意 线性 变换 及 ,5, T, 有 定律 
R(S+T) =RS+ ET, 
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(R+S) T= RT+ SY, 
S(eT) =¢6 (ST). 

*11， 证明: 如 果 及，S，D 是 矢量 空间 的 任意 变换 (线性 的 或 者 不 是 线性 
的 ), 那么 及 (S++) = RS 十 RT 成 立 , 但 是 (RBR 十 5)T= RT ST 一般 来 说 并 不 
成 立 , 除非 工 是 线性 的 . : | 

12. 求 出 所 有 同 习 题 9 中 的 矩阵 五, (9,0, 6c 不 同 ) 可 交换 的 矩阵 . 

*13. 证 明 : 同 习 题 1 的 算 阵 了 D 可 交换 的 每 个 矩阵 可 以 表示 成 形式 

aI+bD. / 

14.， 设 4 是 任意 %X%n 算 了 泗 ， 证 明 ; 所 有 同 4 可 交换 的 %X%w 矩阵 组 成 的 
集合 C(4), 在 加 法 和 乘法 运算 之 下 是 封 财 的 . 

*]5。 证 明 ， 每 个 %X%n 矩阵 4 满足 形 为 

人 mn 十 Ci142a 1 十 十 Cd 十 Co 一 0，M<72 
的 方程 

*16.。 (a&) 设 4= (qij) 是 %nXn 实 数 算 阵 , 于 是 lai| 中 最 大 的 一 个 。 证明: 

4* 的 元 条 是 有 界 的 , 其 数值 不 超过 %*“!1M?. 


(b) 证 明 : 级 数 I+4+ 合 -二 合十 … 总 是 收敛 的 ， ( 它 可 以 用 来 定义 


矩阵 4 的 指数 函数 e4. ) 
在 习题 17~21 中 末 用 上 面 例 1~3 的 记号 . 
17. (a) 证 明 必 是 线性 的 . 
(b) 指出 为 什么 e2= VJ. 
18.， 证明: D,D,=D,D.. 
本 19，(a) 化 简 XD 一 Dx,xA—Azx,7XA:— A?y. 
(b) 化 简 ziDi 一 Diri, wiAi— Ajixi. 
*20。 定义 拉 普 拉 斯 算 子 V2 为 Vy:=D2 十 Dy. 求 
TV — VT, 3(V5 一 (V5 2 Vi (r+ ) 一 (人士 近 )V2. 
*21。 用 二 项 定理 展开 A*= (一 门 ". 


$ 8.4 对 角 和 矩阵 .置换 矩阵 . 三 角形 矩阵 
一 个 方 了 泗 DD 二 (4dij) 称 为 对 角 和 矩阵 当 且 仪 当 对 于 ?去 J 时 人 和 
0; 也 就 是 当 且 仅 当 D 的 所 有 非 零 元 又 午 在 主 对 角 线 (从 左上 方 到 
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有 有 下方) 上， 两 个 对 角 和 矩阵 相 加 或 相 乘 , 仅仅 是 对 角 线 上 相应 的 元 
素 相 加 或 相 乘 为 什么 ?)， 如 果 刀 的 所 有 对 角 线 元 素 d;; 都 非 零 ， 
那么 对 角 和 矩阵 = (ei;) (其 中 er 一 0 ) 是 刀 的 道 , 这 个 逆 是 在 DE 
二 了 二 BD 的 意义 下 ， 那 么 我 们 可 认证 明 

定理 7 所 有 nxXn 对 角 答 阵 ， 如果 其 对 角 线 元 素 都 是 域 天 上 
的 非 零 元 素 , 那么 它们 在 梯 法 之 下 构成 交换 群 . 

一 个 方 阵 P， 如 果 它 的 每 一 行 和 每 一 列 都 具有 某 个 元 素 为 1， 
其 余 元 素 都 为 零 , 那么 称 忆 为 置换 矩阵 ， 

3x3 置换 矩阵 共有 六 个 , 它们 是 单位 矩阵 7 和 和 矩阵 


0 1 0 ‘1 0 0 0 0 1 
0 0 1 0 1 0 1 0 0 
0 0 1 0 1 0 
0 1 Of ] 0 0 


因为 矩阵 的 行 是 单位 矢量 的 变换 ， 所 以 矩阵 呈 是 置换 矩阵 当 且 仅 
当 它 所 对 应 的 ,的 线性 变换 Tp 是 单位 矢量 a，…，as 的 一 个 
置换 ， 因 此 全 体 %Xxn 置换 矩阵 与 % 个 符号 的 n! 种 可 能 的 置换 
(8 6. 9) 一 一 对 应 , 并 且 这 个 对 应 是 一 个 同 构 。 

定理 8 人 全体?X% 置换 矩阵 在 来 法 之 下 构成 一 个 群 ， 它 与 8% 
个 字母 的 对 称 群 同 构 ， 

还 有 另外 一 些 重要 的 矩阵 类 矩阵 天 如 果 它 的 每 行 和 每 列 都 
恰 有 一 个 非 零 元 素 , 则 称 1 是 单项 矩阵 ; 任意 这 样 的 矩阵 可 以 通过 
把 置换 矩阵 中 的 1 用 任意 非 零 元 素来 代替 而 得 到 ， 例 如 


00 5 0 7 0 0 1 
M, = 0 ,| “| 0 书 m=( )) (26) 

0 3 0 40 0 
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一 个 方 阵 了 = (t;;) 如 果 它 的 对 角 线 下 面 的 元 素 都 是 零 ， 也 就 
是 如 果 当 ;> 时, ti; 二 0, 则 称 工 为 三 角形 矩阵 . 如 果 乍 阵 总 的 主 
对 角 线 上 的 元 素 和 主 对 角 线 下 面 的 元 素 都 是 零 ， 那 么 称号 为 严格 
三 角形 和 抢 阵 .这 两 种 类 型 的 怎 阵 , 在 4X4 的 情况 下 可 以 示意 地 表 
示 成 
[a 
uu 
0 (27) 


OO OO OO 


t 
Ww 
， 局 二 
Y 
2 


OO OO BRB SG 
ON Ww SG 


u 
0 
0 
0 


i | 
OO 3 人 % 


这 里 字母 表示 任意 元 素数 量 矩 阵 是 指 可 以 写成 cf 的 矩阵 ， 这 里 
7 是 单位 年 阵 . 

这 种 按照 矩阵 的 非 零 元 素 规 定 和 矩阵 类 型 的 方案 ， 不 是 构造 矩 
阵 大 的 唯一 方法 ， 任 意 线 性 变换 群 都 可 以 用 相应 的 抵 阵 群 来 表 
示 ， 例 如 ， 正 方形 对 称 群 是 由 线性 变换 组 成 ， 选取 原点 在 正方 形 
的 中 心 ,x 轴 平 行 于 正方 形 的 一 条 边 ， 如 果 表 示 运 动 BR,H 和 D 
的 方程 是 通过 x 和 y 写 出 ( 见 § 6.1 中 的 描述 )， 那 么 它们 给 出 的 
变换 具有 下 面 矩 阵 形式 


0 一 1 ， 一 | 0 
RR-> 9 Fh -> ” 
z 1 0 0 —1 
/1 0 0 1 
n>( ) p>( 。 
0 一 1 0 


这 个 群 的 其 他 四 个 元 素 可 以 类 似 地 表示 出 来 . 8$ 6.4 给 出 的 这 个 
群 的 乘法 表 可 以 通过 这 里 相应 的 矩阵 相 乘 来 计算 ( 试 一 试 ! ). 换 名 
话说 , 正方 形 对 称 群 与 八 个 2x2 矩阵 组 成 的 群 同 构 . 

前 面 的 例子 表明 ,已 知 矩 阵 4 可 以 有 道 471, 使 得 44-!==4-14 
一 7 、， 这 样 的 年 阵 称 为 非 奇 异 矩 阵 或 可 北 矩 阵 ; 我 们 将 在 8$ 8.6 中 
系统 地 研究 它们 . 
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习 题 


1。 一 个 %nXn 上 矩阵 4 在 它 的 右边 乘 上 一 个 对 角 和 矩阵 刀 ， 其 效果 是 什么 ， 

2， 如 果 刀 是 对 角 和 抢 阵 , 并 且 对 角 线 上 的 所 有 元 素 都 不 同 , 那么 什么 样 的 
矩阵 4 与 已 可 交换 ( 何 时 4D= D4)? 

3， 证 明 : 主 对 角 线 上 的 元 素 是 1 的 2x2 三 角形 矩阵 表示 一 个 切 变 换 . 

4。 角 显 地 列 出 全 体 3x3 置换 插 阵 与 对 称 群 之 间 的 同 构 ， 

5 设 5S, 是 由 第 i 个 单位 舌 量 e; 张 成 的 V, 的 一 维 子 空间 . 证 明 : 非 
奇异 矩阵 了 是 对 角 和 矩阵 当 且 仅 当 它 所 对 应 的 线性 变换 Tj 把 每 个 子 空间 5S; 映 
射 到 自身. 

6。 对 于 单项 矩阵 , 作 类 似 于 习题 5 的 朱 述 ， 

7，(a) 证 明 : 单项 矩阵 到 可 以 唯一 地 表示 成 形式 峙 =DP， 这 里 D 是 
非 奇 异 对 角 逢 阵 , 了 是 置换 算 阵 ，( 提 示 : 运用 习题 5, 6.) 

(b) 把 正文 中 的 矩阵 用 ! 和 了 Y, 写成 形式 DP 和 PD. 
*(c) 列 出 单项 矩阵 群 到 置换 矩阵 群 上 的 同 态 映射。 

8， 描 述 单项 矩阵 下 的 道 , 并 求 出 (26) 式 中 和 矩阵 Wi 和 到: 的 这 . 

9， 设 用 是 单项 矩阵 , D 是 对 角 和 矩阵 , 证 明 : ”M1DM 是 对 角 矩 阵 . 

10， 设 PP 是 置换 矩阵 , D 是 对 角 和 矩阵 ， 明 显 地 描述 变换 P71DP 的 形式 . 

11、 设 书 是 置换 矩阵 , P4 的 行 与 4 的 行 之 间 有 怎样 的 关系 ? 

12， 如 果 和 矩阵 4 的 荣 个 窗 是 0O， 则 称 4 是 睹 零 矩阵 证明: 任意 严格 三 
角形 矩阵 是 罕 零 矩阵 。( 提 示 : 试验 3x3 的 情形 ,) 

13， 把 矩形 对 称 群 表示 为 矩阵 群 . 

14， 对 于 以 ( 士 1, 土 1) 为 顶点 的 正方 形 对 称 群 ， 计 算出 表示 对 称 H, D, 7 
的 矩阵 ， 验 证 HD= DY. 

*15， 在 习题 7 中 证 明 : 公式 对 =DP 定义 了 一 个 群 同 态 只 FSP， 求 出 它 
的 核 . 


$8.5 长 方 窍 阵 


迄今 我 们 只 考虑 了 2 x2 方 阵 的 乘法 , 现在 我 们 讨论 长 方 种 阵 
的 乘法 , 也 就 是 m x 插 阵 的 乘法 , 这 里 一 般 假定 到 才 7 
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一 个 m xn 和 给 隆 4= (gi;;) 和 一 个 nxr 和 矩阵 B= 二 (05;2), 它们 及 
有 相同 的 %， 它 们 确定 一 个 m xr 矩阵 C 作为 它们 的 乘积 4B= 
(ci C 的 元 时 为 


Ci 一 > Gijbjs ， 
了 


这 里 对 了 从 1 到 % 求 ， 这 种 “ 行 与 列 ? 的 乘积 ， 只 有 当 4 的 每 行 
长 度 恰好 与 B 的 每 列 长 度 一 样 时 , 才能 构成 , 因此 必须 假定 4 的 列 
数 ”等 于 五 的 行 数 x， 比如 , m= 二 1,%==2, 7 一 3， 
(xz oa C12 人 
421 622 G23 
一 (ziaii 十 zag2l， Z1G12 十 02022， XIG13 十 Oo2023)， 
同上 面 公式 (21), (22) 一 样 , 在 定理 2 的 意义 下 , 和 矩阵 乘积 AB 
对 应 于 线性 变换 Tu4:F">F" 和 了 Ts:F"->F" 的 乘积 TJ4Ts, 其 中 了 4 
和 了 zs 分 别 与 矩阵 4 和 如 相对 应 这 里 我 们 象 通 稼 那样 用 
6(7U) 二 (5T)U， 对 了 中 一 切 s (28) 
来 定义 线性 变换 了 :7 一 克 与 线性 变换 0: 到 WX 的 乘积 . 
对 于 方 阵 成 立 的 代数 定律 , 对 于 长 方 矩阵 也 都 成 立 , 只 要 假定 
这 些 长 方 矩阵 具有 合适 的 维 数 , 以 保证 所 有 的 乘法 都 满足 定义 . 例 
如 ，m xm 单位 矩阵 In 和 nx 单位 矩阵 了 T, 满 足 
InA=A= Al, ( 当 4 是 mxn 和 矩阵 )。 (29) 
长 方 矩 阵 的 乘法 同 (24) 和 (25) 那样 , 仍然 是 双 线 性 的 ， 结 合 律 是 
A(BCO) = (AB)C (4 是 mxn 算 了 泗 ,B 是 
x7 矩阵, C 是 xs 和 矩阵) (30) 
另外 , 证 明 这 个 定律 最 好 把 长 方 人 阵 解释 为 线性 变换 . 
象 (11) 式 那样 , m xz 矩阵 4 的 转 置 是 2x 矩阵 4， 它 的 元 
素 91; 二 Qji(t 二 1 2 j= 二 1，，…,m)， 转 置 矩 阵 机 的 第 14 行 古 
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六 矩阵 4 的 第 名 列 ， 反 之 亦 然 ， 我 们 把 矩阵 4 按 它 的 主 对 角 线 反 
射 也 可 以 得 到 转 置 第 阵 4"， 为 了 计算 乘积 4B=C 的 转 置 矩 阵 C"， 
我 们 用 公式 


Cir = Cni= Dj anibji 一 人 100 一 人 > Qjr ， (31) 
4 2 了 


这 个 结果 恰好 是 乘积 "4 的 (i,k) 上 的 元 素 ，( 注 意 , 反 序 . ) 这 就 
证 明了 下 面 的 第 一 个 定律 : . 
(4B)'=B"'A', (4+B)=A‘+B', (cA)'=ceA'. (32) 
因此 ， 对 应 4< 一 >4' 保持 了 和 并 使 乘积 反 序 ， 故 有 了 时 也 称 为 反 自 
同 构 ， 因 为 (4"”)'=4, 所 以 这 个 反 自 同 构 称 为 “对 合 ” 的 反 自 同 构 . 
全 都 使 用 长 方 矩阵 表示 有 几 个 优点 ， 例 如 , 了 上 %- 数组 的 空 
间 下 中 的 矢量 可 以 看 作 正 好 是 一 行 的 1xn 和 撼 阵 瑟 , 或 称 为 “ 行 
矩阵 ?， 这 允许 我 们 把 (10) 式 所 定义 的 方程 组 久 =Zziaii 解释 为 
行 矩 阵 了 是 行 矩 阵 忆 与 矩阵 4 的 乘积 ， 这 样 ， 线 性 变换 Ts: "> 
F" 就 可 以 缩写 成 形式 
Y=XA, XEF™, YEF™. (33) 
还 有 ,“ 数 乘 ” 积 eX 正好 是 1x1 和 抢 阵 e 与 1xw ( 行 ) 矩阵 忆 的 
乘积 . 
列 矢量 ”我们 注意 ， 虽 然 在 方程 4=Y 了 中 了 是 一 个 行 矢量 ， 
但 它 的 元 素 在 表达 式 (10) 中 却 以 单列 的 形式 出 现 ， 因 此 通常 把 算 
阵 方程 了 4= 了 改写 成 转 置 形式 了 '=A'X'"， 这 里 了 ' 和 X' 都 是 列 
矢量 ， 改 变 记 号 后 , 结果 得 到 (11') 形 式 的 方程 X= 了， 其 中 B= 
A', 四 二 《BT 了 二 《9,9n) ,六 和 了 者 是 列 和 失 量 . 
在 处 理 双 线性 型 和 二 次 型 时 , 行 矢 量 和 列 矢 量 要 一 起 使 用 , 例 
如 ， 两 个 矢量 的 内 积 goi 久 十 … 十 mm 久 (8 7.9) 仅 仅 是 行 矩阵 式 和 列 
矩阵 天 的 乘积 , 因此 
(X, 了 ) 一 XY‘ ， 卫 和 了 是 行 征 阵 . (34) 
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矩阵 4 和 B 的 行 与 列 的 乘法 实际 上 是 4 的 第 1 行 与 B 的 第 % 
列 的 矩阵 乘法 , 于 是 和 矩阵 乘积 的 定义 可 写成 


48 一 (cii， 其 中 ci 一 4B 7” (35) 
这 里 我 们 使 用 了 记号 z 
4A; 二 4 的 第 纪行 ，B'“'=B 的 第 列 . (36) 


乘积 48 的 整个 第 ? 行 (ca,…, Cin) 只 用 了 4 的 第 i 行 和 B 的 各 
列 , 因此 它 是 4; 与 整个 B 的 乘积 .类 似 地 , 48 的 第 大 列 只 由 鼠 的 
第 列 产 生出 来 ， 用 (36) 的 记号 , 这 些 运 工 法 则 就 古 
(AB);=AB, (4B)' =AB'*,. (37) 
通过 把 矩阵 写成 以 它 的 列 为 元 素 的 行 侈 了 泗 ， 可 以 把 第 二 个 法 则 
具体 化 , 也 就 是 
4(BD BY ... B=(AB'D AB? ... AB'"’).(38) 
这 些 列 还 可 以 分 组 , 构成 较 大 的 子 和 手 阵 ， 比 如 ,6x5 垂 阵 B 可 
以 看 作 6x2 和 矩阵 Di 二 (B'，” BO2D 和 6x3 和 矩阵 及 =(B 7 B' 
DB …) 并 列 构成 整个 6x5 抢 阵 23= (D，，D;). 由 (38), 乘法 法 则 变 
为 
”A(D!: Do)=(4D 4D,),Di 和 DD 是 nn 行 的 惩 隆 块 ， (39) 
如 果 我 们 把 %xr 矩阵 分 成 % 个 行 Bl,…, Bw, 而 了 = (go …， 
是 行 矩阵 , 那么 乘积 了 B 是 行 拭 阵 
YB= (ybu te + yb ,Yibir tT Ynbnr) 
=Y1(b1, ,O17) 十 十 Oo , Onr) 
= .Bit yb. 
于 是 乘积 了 B 由 行 了 与 行 B1,…, B 组 成 的 列 相 屠 而 构成 ， 例 如， 
AB 的 第 行 是 由 行 年 阵 4; 二 (Gi1,…, 4in) 与 BB 的 乘积 来 定义 ， 因 
此 
(AB),=aiiBit*+anBs, 1=1,.…,m. (40) 
于 是 4B 的 每 一 行 是 下 的 所 有 行 的 线性 组 合 ， 这 些 公式 是 矩阵 通 
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过 分 成 “ 块 " 或 子 人 矩阵 相 乘 的 方法 的 特例 .概括 摘 述 这 个 方法 的 其 
他 情形 也 是 很 方便 的 ， 


Bu … bu 
FP I 

| E11 到 重申 is ,s+l 昌 二 屋 | bi 二 自 昌 0， 

{ml ba thms Gm,s+l 章 间 各 mn Dsr1i 当 电 家 Ds,r 
~ | cm / Ny 
Mi NM, [天 2 

Day bnr 


设 矩 阵 4 的 % 列 是 由 子 矩 降 Mi 的 s 列 和 它 后 面子 矩阵 ab 
的 % 一 s 列 组 成 ， 把 矩阵 的 行 相应 地 分 开 , 使 得 sx 矩阵 Ni 在 
(n 一 s) x7 矩阵 W， 的 顶 上 ， 关 于 4B=0 的 乘积 公式 分 成 两 个 相 
应 的 部 分 
Cir 一 (anbixt ‘isbsp) 二 (Gi,s ribsritt eT Oinbar). (41) 
第 一 个 括号 中 只 用 了 4 的 第 一 块 Mi 的 第 i 行 ， 和 B 的 上 边 一 类 
Ni 的 第 上 列 , 因此 第 一 个 括号 实际 上 是 乘积 块 WUNi 的 第 i 行 第 
k 列 元 素 diz. 同样 , (41) 的 第 二 个 括号 是 乘积 MaN， 的 元 素 路. 因 
此 ci 二 dix 十 dz， 这样 整个 乘积 4B 是 知 阵 和 MiNi 二 MaNz， 这 
就 是 
(M' ao 人 ( ]= Mt MN, (42) 
Ni 
这 个 公式 是 分 抉 矩阵 的 行 与 列 的 乘法 公式 ， 这 恰好 同系 阵 元 素 的 
行 与 列 乘法 一 样 。 如 果 把 4 的 行 任意 分 开 ， 同 时 把 B 的 列 也 相应 


地 分 开 ， 那 么 类 似 的 结果 成 立 ， 如 果 行 和 列 都 分 开 ， 那 么 把 公式 
(42) 和 法 则 39) 结合 起 来 就 得 到 分 决 怎 阵 乘法 公 取 


(x yw vy) 
Mol MM,» Na N 22 
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(ye yn Mn ) (43) 


NU 二 Ma MN +t My Ns, 
假定 这 里 的 划分 满足 : Mu 的 列 数 等 于 Ni 的 行 数 . 运算 法 则 (43) 
恰好 同 $ 8.3 公式 (20) 关 于 2x 2 矩阵 乘法 法 则 一 样 ， 只 不 过 这 里 
的 元 素 ,和 Ni; 是 子 和 矩阵 或 卸 阵 块 ， 而 不 是 标量 ， 因 此 我 们 得 
出 结论 : 在 适当 划分 子 块 后 ， 分 块 抢 阵 乘法 与 普通 矩阵 乘法 完全 


坷 题 
1。 设 
1 0 0 , 。 
0 — 
4=| ,1 ) p-( 1 i) 
本 世 
X=(1, 一 1 y= (i,0). 


(a) 求 了 4, XB,YA,YB. 
(b) 求 384 一 4B,，A+(14+i)B,[X- (+i)Y1(iA+5B). 
(c) 求 B4r 4Br XAB', BAT'Y'. 
2， 证明: 如 果 马 是 任意 行 矢 量 ， 那 么 XXX 是 互 同 它 自身 的 内 积 ， 而 
站 7 有 是 以 aij=2i0i 为 元 素 的 矩阵 4. 


3、 设 
: 2 3 0 0 
9 2 0 0 
A= 
0 0 4 0 
0 0 0 2 
1 0 0 0 0 1 
0 1 0 0 1 0 
B= ? C= ' 
l] 2 1 0 2 0 
3 4 0 l 0 < 


求 4B, BA, 40 和 BC. 
4， 设 六 是 (7 十 nn) Xn 算 阵 ， 它 是 由 7 x%n 宕 条 阵 上 面 再 放 上 一 个 nxn 
单位 矩阵 而 构成 .任意 一 个 2x (Fr 二 %) 和 矩阵 用 了 T#* 来 乘 共 效果 如 何 ? 
“3 证明 分 块 怎 阵 乘 法 法 则 (43). 
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88.6 赣 和 窍 阵 

有 限 维 矢量 空间 的 线性 变换 分 为 两 类 : 或 者 是 双 射 (一 一 映 
上 ), 或 者 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 既 不 是 一 一 映 入 也 不 是 映 上 ). 例 
如 , 三 维 欧 几 里 得 空间 到 (%, 人 平面 上 的 斜 投影 9, 2)t> (X,Y 十 2%， 
0), 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 . | 

定义 冬 量 空间 不 到 它 自身 的 线性 变换 丰 ， 如 果 它 是 下 到 站 
上 的 双 射 , 则 称 厂 是非 奇 异 的 或 本道 的 ， 否 则 , 称 人 .是 奇异 的 ， 

韭 奇异 的 线性 变换 了 是 从 了 到 下 上 的 双 射 , 它 保持 加 法 和 “ 数 
乘积 两 种 代数 运算 , 因此 它 是 矢量 空间 7 到 它 自身 的 同 构 ， 所 以 
F 的 非 奇异 线性 变换 可 以 称 为 的 自 同 构 . 

判断 一 个 线性 变换 是 奇异 的 还 是 非 奇 异 的 这 一 重要 事实 ， 最 
直接 的 方法 是 使 用 第 七 章 推导 出 的 线性 无 关 理论 , 也 就 是 , 利用 矢 
量 空 间 的 一 组 固定 基底 a,…, Qn， 让 已 知 的 线性 变换 人 在 这 组 
基底 上 进行 运算 , 最 后 判断 无 关 性 . 

定理 3 具有 有 限 基 底 ul …，,oan 的 矢量 空间 严 的 线性 变换 刀 
是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 夭 量 BIT， …，Qm 人 在 玉 中 线性 无 关 ， 如 果 研 
是 非 夺 异 的 ， 那 么 全 有 一 个 (双边 ) 线 性 弟 了 -1， 满足 TTT!1=7T-1T 
一 了 

证 明 ”首先 假定 了 是 非 奇 异 的 ， 如果 qT,，…, oT 之 间 存 在 
一 个 线性 关系 2zi (4;7T) 三 那么 

(Ri 二 十 wR) TPT=w 0D) 十 十 Ta =0. 

因为 07=0, 并 且 卫 是 一 一 的 ， 这 就 推出 zi&i 十 … 十 zan 二 0， 因此 
根据 at，…，on 的 线性 无 关 性 推出 x1 二 …= 二 x 二 0 所 以 aiT， 
了 是 线性 无 关 的 . 

反 过 来 ,假设 矢量 B81 = 二 %iT，…, PB 二 nT 线性 无 关 ， 并 回忆 一 
下 $6.2 讲 过 的 “变换 了 了 是 一 一 上 映 上 当 且 仪 当 它 有 双边 逆 元 素 ”. 
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因为 了 是 % 维 的 , 所 以 % 个 线性 无 关 矢 量 B41,…, Bn 是 六 的 一 组 基 
发 ， 根 据 定理 1, 存在 六 的 线性 变换 信使 得 
piS=a, pS=0, 1 , PnS= a 

于 是 对 每 个 $=1,…,n, 有 PB;(ST)=PB;， 因 为 B1,…, Bn 是 一 组 基 
底 ， 所 以 根据 定理 1 只 存在 一 个 线性 变换 有 使 得 对 每 个 i 有 
B:R= Bi;, 于 是 下 是 二 等 变换 ， 因 此 ST=I， 类 似 地 , 由 于 &;(78) 
二 pS=@i, 并且 xi ou 是 一 组 基底 , 所 以 TS=I， 于 是 SS 是 7 
的 逆 , 因而 了 是 非 奇 蜡 的 . 

这 样 , 为 检验 了 是 否 是 非 合 异 的 , 我 们 可 以 检验 7 的 任意 有 限 
基底 在 TT 作用 下 的 象 的 线性 无 关 性 ， 检 验 的 方法 如 $7.6 所 用 的 
方法 一 样 . 

推论 1 设 人 是 有 限 维和 关 量 空间 的 线性 变换 ， 如 果 了 是 非 
奇异 的 ,那么 (iD 有 双边 线性 北 ; (i 由 ET=0 和 5 在 六 中 可 推出 
< 一 0; (iii) 人 是 从 下 到 了 的 一 一 映射 ; (iV) 人 TT 把 六 变换 到 六 上 ， 如 
果 全 是 奇异 的 , 那么 (让) 全 既 没 左 逆 也 没有 右 遂 ; (ii ) 对 某 个 二 头 0 
有 T= 二 0; (iii ) 人 TT 不 是 一 一 的 ; (iv )T 把 六 交换 到 六 的 某 一 真子 
空间 中 . / 

证 明 条 件 ( 人 已 在 定理 9 中 证 明了 . 再 有 , 如 果 对 茶 个 £0, 
有 上 =0,， 那么 因为 07 =0, 7 将 不 是 一 一 的 ， 与 非 梧 异 的 定义 相 
矛盾 .这 就 证 明 QD)， QD 和 (iv) 是 定义 的 一 部 分 ， 其 次 , 如 果 工 
是 奇异 的 , 那么 对 下 的 任意 一 组 基底 41,…, Gnw， 由 定理 9, &17T,….， 
QT 线性 相关 .因此 对 其 一 组 不 全 为 零 的 zh 2mw 有 

4 三 Vi 有 十 十 0 T= vw, T= ET. 
因为 Qa1,…, an 线性 无 关 ,， 所 以 天 0 因此 对 某 E 寺 0, 有 ET=0, 这 
就 证 明了 (ii ). 因为 07=0, 所 以 由 此 推出 TT 不 是 一 一 的 , 因而 证 
明了 (Giii). 再 有 , 因为 %T,…, 0wT 线性 相关 , 而 下 是 友 维 的 ,所 以 
它们 张 成 六 的 某 一 真子 空间 ， 根据 $7. 4 定理 5 的 推论 2， 这 就 证 
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明了 (iv ). 最 后 , 根据 $ 6. 2 定理 1, (ii 六 ) 和 (iv 7) 同人 (7) 是 等 价 的 . 
证 毕 
注意 , 因为 推论 1 中 列 出 的 条 件 中 每 一 对 都 是 不 相 容 的 , 所 以 
八 个 条 件 都 是 充分 必要 条 件 ， 例 如 , 如 果 (iv) 成 立 ， 那么 Gv ) 就 
不 能 成 立 , 因此 外 不 可 能 是 奇异 的 , 所 以 它 一 定 是 非 奇异 的 ， 
推论 2 如 果 有 限 维 矢量 空间 玉 的 两 个 线性 变换 的 采 积 TU7 是 
恒 等 变换 ,那么 有 和 了 两 个 都 是 非 奇 异 的 ， 而 且 四 一 CT 辽 王 人 
UT=I. 
证 明 因为 TU=J, 所 以 了 有 右 逆 元 素 , 因此 由 上 面 的 (i ) 知 
T 是 韭 梧 异 的 ,再 根据 (i), T 有 道 T7!， 那么 有 人 T7!=7T71(7U) = 
(TT7T)U=0, 如 断言 所 述 , 并 且 其 他 结论 由 此 得 出 . 证 毕 
根据 定理 6, 于 的 线性 变换 和 五 上 的 nxn 和 矩阵 之 间 在 乘法 之 
下 是 同 构 的 ， 所 以 上 述 结果 可 以 平 推 到 矩阵 上 去 ， 我 们 定义 1% xn 
年 阵 4 是非 奇异 的 当 且 仅 当 在 定理 2 意义 下 它 对 应 于 的 一 个 
非 奇 异 线 性 变换 了 4 否则 , 我 们 称 4 是 奇异 的 .而 根据 定理 2， 变 
换 了 4 把 1" 的 单位 矢量 变 到 和 矩阵 4 的 行 ， 因 此 定理 9 的 条 件 变 为 
(参看 57.4 定理 6 的 推论 ) / 
推论 3 域 刀 上 一 个 2x 中 和 矩阵 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 的 行 
是 线性 无 关 的 ,或 者 等 价 于 当 且 仅 当 这 些 行 构成 可 的 一 组 基底 、 
类 似 地 , 推论 1 的 条 件 ( 和 (i ) 平 推 成 下 面 结果 
推论 4 一 个 nxn 算 性 妇 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 有 送 算 阵 
A-1, 满足 : 
44-1=4-14=T (4, Ai!, 了 都 是 nxn 答 阵 ). (44) 
如 采 4 有 逆 , 则 它 的 转 置 扎 阵 也 有 道 , 这 因为 对 (44) 的 两 边 取 
转 置 , 根据 (31) 我 们 得 到 (4-0D74:=47(04-07 一 天 所 以 
(4 ) "= (4") 7 (45) 
于 是 , 如 果 4 是 韭 奇异 的 , 则 4" 也 是 非 奇异 的 ; 而 且 反 过 来 也 有 类 
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似 结 论 .但 是 根据 推论 3,4" 是 非 奇 狗 的 当 且 仅 当 它 的 行 线性 无 关 . 
这 些 行 实际 上 就 是 4 的 列 , 因此 我 们 有 
推论 5 一 个 方 阵 是 非 奇异 的 当 且 仅 当 它 的 列 线性 无 关 ， 
如 果 拒 推论 2 从 线性 变换 平 推 到 和 矩阵 上 ， 那么 根据 定理 6, 我 
们 得 到 
推论 6 每 个 方 阵 的 左 递 矩 阵 又 是 右 逆 矩阵 . 
如 果 和 矩阵 4 和 B 两 者 都 有 并 ,那么 它们 的 乘积 也 有 并 ， 
(4B)-1=B-4- (注意 反 序 !) (46) 
这 因为 (4B) (B-14-!) =4(BB-D4-I=414-1=44-1= 工 
韭 奇异 矩阵 的 逆 可 以 通过 求解 适当 的 联 立 线性 方程 组 来 计 
算 . 如 果 我 们 把 基 矢 量 的 坐标 写成 
六 一 (1 0, …, 0)， 


1,= (0, 1， … 0), (47) 


1, = (0,0,.., 1), 
那么 在 已 知 矩 阵 4= (aij) 中 , 每 一 行 4 可 写成 这 组 基 矢量 的 线性 
组 全 
A;= > oil;. 
我 们 可 以 试图 求解 这 组 矢量 方程 , 把 六 看 成 “未 知 矢量 ”, 把 4, 看 
成 已 知 矢 量 ; 解 得 是 线性 表达 式 
T=6nAyt tomds= SonAs. (48) 


根据 (40) ,. 这 个 方程 表明 年 阵 C= (cj) 满足 C4=1T, 因 此 0=A~!. 
4-1 的 另 一 种 构造 方法 将 在 $ 8.8 中 给 出 , 
例 计算 矩阵 
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的 砂 ， 把 它 的 行 写成 Al=L+21,—21s, A=—1i+31;, As=—21;, 
十 Ts， 这 三 个 联 立 方程 组 有 解 

太一 341 二 24 十 64;， 

;= 4 十 4 十 24s， 

1s=2A,+24,+5As, 
这 些 线性 组 合 的 所 有 系数 cj 组 成 一 个 着 矩阵 ， 因 为 我 们 可 以 验 


证 
13 2 6 1 2 一 2 1 0 0 
| 1 | 3 有 1 
225/ 人 0 一 2 1 0 0 1 


从 无 穷 维 矢量 空间 六 到 第 二 个 无 穷 维 矢量 空间 WW (在 同一 个 
域 上 ) 的 线性 变换 可 以 是 一 一 的 , 但 不 是 映 上 , 反 过 来 也 是 一 样 . 对 
于 无 穷 维 矢量 空间 到 它 自 身 的 线性 变换 ， 上 述 结论 同样 正确 ， 例 
如 ， 无 限 实 数 序列 的 空间 上 的 线性 变换 (Z1) Xo, 203， …) F> (0，XZ1，02， 
zs …) 是 一 一 的 , 但 不 是 映 上 ,因此 有 很 多 (线性 ) 右 逆 元 素 但 没有 
左 逆 元 素 . 

但 是 ， 线 性 变换 的 双边 逆 如 果 存 在 ， 那 么 即使 了 是 无 穷 维 空 
间 , 这 个 逆 也 一 定 是 线性 的 . 

定理 10 如 果 线 性 交换 也 :> 邢 是 玉 到 全 上 的 一 一 变换 ,， 那 
么 它 的 北 也 是 线性 的 . 

证 明 设 儿 是 了 的 唯一 的 逆 变 换 , 是 由 琴 到 了 上 的 变换 , 没有 
假定 是 线性 的 ， 在 多 中 取 矢 量 & 和 7, 并 取 标 量 c 和 a. 因为 $7 
是 环 的 恒 等 变 换 , 而 且 人 是 线性 的 , 所 以 

(cE+adn yyT=cé+dn=e (EpT) +dmygT) 


=[c(éy) +any) 7. 
等 式 两 边 右 胰 ,因为 Ty 也 是 恒 等 变换 , 所 以 我 们 得 到 
(cE+am y=e(éEp) +any), (49) 
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这 个 方程 表明 乡 是 线性 的 ， 证 毕 

在 $7.8 的 意义 之 下 ,了 到 厂 上 的 一 一 线性 变换 全 是 了 到 研 的 
一 个 同 构 . 

推论 工 站 到 本 的 同 构 丰 把 亚 的 任意 一 组 无 关 夭 量 0 ar 
映射 到 全 的 一 组 无 关 和 矢量， 并 且 把 线 成 了 了 的 任 意 一 组 矢量 有，…， 
加 .映射 到 张 成 于 的 一 组 矢量 . 

证 明 如果 aiT,…, ar 之 间 存 在 线性 关系 

Xi(ouTD) + 二 rT) =0, 

则 我 们 可 用 了 P71! 右 乘 上 式 ， 求 得 zi&i 十 … 十 zy 二 0， 因 此 zi 二 … 
二 x; 二 0, 所 以 91T,…, TT 线性 无 关 ， 后 一 半 的 证 明 类 似 . 

对 于 任意 变换 人 :VV>WW，T 的 子 空间 心 在 之 下 的 象 即 变换 
式 S' = (5S)T 被 定义 为 8 中 所 有 矢量 6 的 变换 式 87T 的 集合 .这 
个 象 总 是 丈 的 子 空间 ， 因 为 S 中 矢量 红 和 92 的 每 个 线性 组 合 
c (ET) aT) = (cE +adnDT 在 5S 中 . 

推论 2 对 于 同 构 :VV 慑 WW, 的 住 意 有 限 维 子 空间 访 在 TJ 了 之 
下 的 象 的 维 数 同 仿 的 维 数 一 样 ， 于 是 , 人 把 直线 映射 到 直线 ,把 二 
面 映射 到 平面 . 

局 二 
1. 求 出 8 8.3 习题 1 中 抢 阵 4, B, C, 忆 的 逆 . 
2. (a) 证 明 : 4-( ，) 是 非 厅 异 的 当 且 仅 当 ad — be@*0. 


da —b 
(b) 证 明 : 如 果 4 是 非 奇 蜡 的 ， 那 么 它 的 逆 是 A-!( ) .这 


个 
里 A=ud—be. . 
3， 求 出 $8.1 中 线性 变换 Bo, Di, 56 的 不 ， 
4， 求 出 $ 8.1 习 题 4 中 的 线性 变换 的 政 . 
5. (a) 当心 =45 ,计算 变换 RyoiU6bRo( 见 § 8.1) 对 应 的 矩阵 , 这 里 Us 是 
谈 换 Z ==bx, J =4. 
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(b) 描述 这 个 变换 的 几何 意义 ， 
(ce) 对 变换 Ra156Ro( 其 中 9=45°), 做 (8) 各 (b). 
证 明 ;， 如 果 有 4 满足 4 一 4+T=0, 那么 47! 存 在， 并 且 竺 于 I 一 4. 
求 出 $8.3 习题 9 中 矩阵 吾 , 加, 入 ,的 逆 . 
求 出 § 8.5 习题 3 中 和 矩阵 4 和 B 的 逆 ，( 提 示 : 用 分 块 矩阵 , ) 
(a) 给 出 2x2 三 角形 矩阵 的 逆 和 矩阵 计算 公式 ， / 
(b》 给 出 3x3 三 角形 矩阵 的 逆 矩 阵 计 算 公 式 ，( 提 示 : 用 三 角形 逆 
矩阵 试 一 试 . ) 
(c) 证 明 : 对 角 线 上 的 元 素 不 为 零 的 每 个 三 角形 矩阵 的 有 一 个 三 角 

形 的 逆 和 矩阵 ， 

10。 已 知 4, B, 4-5 B-!,O, 求 出 下 列 矩 阵 的 逆 ， 


“(lo) ml) ol 
© 8B GO 8B CC 8B 

11. 证 明 : 所 有 非 奇 异 的 nxn 算 阵 关于 矩阵 乘法 构成 群 

12， 证 明 : 如 果 方 阵 的 乘积 4B 是 非 奇 异 的 ， 那 么 它 的 两 个 因子 4 和 B 
也 是 非 奇异 的 . 

*13， 不 用 线性 变换 来 证 明 , 矩阵 4 有 左 逆 矩阵 当 且 仅 当 A4 的 行 线性 无 关 . 

14。 证 明定 理 10 的 推论 2 . 

15， 列 出 一 个 序列 (zub za wo …) 的 空间 到 它 自 身上 的 线性 变换 ， 它 不 是 
一 一 的 . 

*16， 证 明 : 如 果 线 性 变换 下:F 一 公 有 右 逆 元 素 , 那么 它 的 右 逆 元 素 也 是 
线性 的 (没有 假定 是 有 限 维 的 ). 


$8.7 秩 与 零度 

在 一 般 情况 下 ( 见 § 6. 2)， 每 个 变换 (函数 )T:5->S!， 以 5S 为 
定义 域 , 以 & 为 取 值 域 . 也 的 值 域 是 变换 式 的 集合 ( 即 定 义 域 在 了 
之 下 的 象 ). : 

当 了 是 天 量 空 间 V 到 男 一 个 矢量 空间 厂 的 线性 变换 时 ,PV 的 保 
(所 有 ET 了 的 集合 ) 不 可 能 是 歼 的 任意 子 集合 ， 

5| 理 1 线性 变换 :VV->W 的 象 本 身 是 一 个 矢量 空间 (因此 
是 研 的 子 空间 )， 


PNS 
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证 明 因为 ce(E7) ==(c 引 7, ET 二 7 人 T= (8 十 人 DT， 所 以 变换 式 
的 集合 在 矢量 加 法 和 数 乘 运算 之 下 是 封闭 的 . 

引 理 2 设 了 4 是 对 应 于 mx%h 答 了 伐 和 4 的 线性 变换 ,那么 全 ,的 
象 是 由 的 行 空间 . 

证 明 变换 了 .482 一 到 把 研 的 每 个 矢量 天 = (wi,…, Ym) 有 映 
射 到 到 中 的 了 = 和 4, 所 以 Ti 的 象 是 由 所 有 形 为 

了 =X4 一 (> ziain pp Drian)= Dr (Ci Qi) 
的 %- 数组 构成 ， 这 恰好 就 是 4 的 行 4,= (aib …, 4in) 的 全 体 不 同 
线性 组 合 。 于 是 了 4 的 值 域 是 由 4 的 行 矢 量 的 一 切线 性 组 合 组 成 
的 集合 ， 正 如 8 7. 5 中 所 定义 的 , 这 就 是 4 的 行 空 间 . 

3 7.6 中 我 们 已 经 定义 算 阵 4 的 秩 为 4 的 行 空 间 的 〈 线 性 ) 维 
数 ， 因 此 它 也 是 了 4 的 值 域 的 维 数 ， 更 一 般 地 , 任意 线性 变换 了 的 
秩 定义 为 了 的 象 的 维 数 ( 有 限 或 无 限 ). 

因为 由 mr% 个 已 知 舌 量 张 成 的 子 空间 的 维 数 等 于 这 个 子 空间 中 
线性 无 天 天 量 的 最 大 个 数 ， 所 以 4 的 秩 也 等 于 4 的 线性 无 关 行 矢 
量 的 最 大 个 数 . 由 于 这 个 理由 ，4 按 上 面 定 义 的 秩 常 常 称 为 4 的 
行 秩 , 它 不 同 于 列 秩 , 列 秩 是 4 的 线性 无 关 列 矢量 的 最 大 个 数 . 

同 矩 隆 的 行 空间 或 者 线性 变换 的 值 域 概念 成 对 偶 的 是 它 的 零 
空间 概念 . 

定义 ”线性 变换 了 的 震 空 间 是 使 得 ET 二 0 的 所 有 关 量 5 的 集 

.矩阵 4 的 零 空 间 是 满足 齐 次 线性 方程 组 X4 王 0 的 所 有 行 矩 


9| 理 3 任意 线性 变换 (或 矩阵 ) 的 需 空 间 是 它 的 定义 域 的 一 
个 子 空 间 ， 
证 明 如 果 2=0 和 ?=0, 那么 对 所 有 c 和 d, 有 
(cE -amnT=e(ET) +dn7T) =0+0=0, 
因此 cs 二 dn 在 等 空间 中 , 所 以 零 空 间 是 一 个 子 空间 . 证 毕 
“ 282。 


已 知 挎 阵 4 或 线性 变换 下 的 零 空 间 的 维 数 称 为 4 或 全 的 堆 
度 (nujllity)， 和 零度 和 秩 的 关系 满足 一 个 对 于 和 卸 阵 和 线性 变换 都 成 
站 的 基本 方程 ， 因 为 矩阵 和 线性 变换 之 间 存 在 对 应 关系 ， 我 们 只 
须 对 一 种 情况 给 出 证 明 ， 

定理 11 和 铁 与 震 度 之 和 等 于 定义 域 的 维 数 . 

比如 , 对 于 mx xn 年 阵 ，( 行 ) 秩 与 ( 行 ) 零 谋 之 和 等 于 mm. 

证 明 ”如 果 们 的 零度 是 s， 那 么 下 的 零 空 间 N 有 s 个 元 素 构 
成 的 基底 wa ,ae 可 以 把 它 扩充 成 卫 的 整个 定义 域 的 基底 ai, …, 
os BP1, …, p;， 因 为 每 个 T=0, 所 以 BLT,…, B,T 张 成 了 的 象 有 
此 外 , 由 x1 (B17D) 土 … 十 Xx(B,T)=0 推 出 xiPi 十 … 十 xyB; 在 入 中 ， 
所 以 z==…= 二 w= 二 0。， 因 此 矢量 B1T,…, B,T 线性 无 关 ， 并 构成 忆 
的 基底 ， 我 们 得 出 结论 了 的 定义 域 的 维 数 m 是 入 的 维 数 8s 与 R 
的 维 数 7 之 和 : m= 二 s8 十 ?7， 这 就 是 我 们 要 证 的 . 

定理 12 一 个 线性 变换 了 :FF"->F" 是 非 奇 异 的 充分 必要 条 件 
是 下 面条 件 之 一 : 

” (a) 下 的 秩 等 于 友 。(b) TD 的 零度 等 于 0. 

证 明 条 件 (a) 表 明 , 了 把 杰 上 映 上 到 它 自身 ;而 条 件 (b) 表 明 ， 
sé 了 二 0 可 推出 上 0 在 下 中， 这 样 ,定理 12 正好 重新 叙述 了 定理 
9 的 推论 1 中 的 条 件 (iv) 和 (i). 


习 题 
1. 求 出 § 8.1 习题 1(8) 一 (d), 习题 4(a)，(b) 中 所 给 出 的 线性 变换 的 
值 域 , 堆 空 间 、 秩 以 及 和 需 度 ， 
2， 构 千 一 个 由 RB 到 它 自身 的 线性 变换 ， 使 得 它 的 值 城 由 矢量 (1, 3, 2) 
和 (3, 一 1, 1) 张 成 . 
3， 构 阁 一 个 由 屎 4 到 它 自 身 的 线性 变换 ， 使 得 它 的 零 空 间 由 矢量 (1, 2， 
3, 4) 和 (2, 2, 4, 4) 纺 成 ， 
4， 证明: 乘积 48B 的 行 秩 决 不 能 超过 4 的 行 秩 . 
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5， 证 明 ， 如 果 nxX% 给 阵 4 是 非 奇 异 的 , 那么 对 每 个 mnX%n 矩阵 5B, 怎 陈 
AB, B 和 B4 都 具有 相同 的 秩 ， 
6， 证 明 : rank(A+B) 志 rank(4) +rank(B). 
A 0 
7?. 如 果 已 知 4 和 B 的 区 ,那么 炬 阵 ( 7 1 ) 的 秩 竺 于 多 少 


88.8 初等 矩阵 
在 8$7.5 中 我 们 引进 作用 在 矩阵 4 上 的 初等 行 运 算 ， 它 们 中 
以 解释 为 用 适当 的 怎 阵 左 乘 算 庆 4， 例 如 , 矩阵 中 的 两 行 互 换 , 可 
以 用 一 个 矩阵 左 乘 这 个 矩阵 来 实现 ， 乘 上 的 这 个 称 阵 是 把 单位 生 
阵 了 相应 的 行 互 换 而 得 到 的 ， 例 如 ， 


( 0 1 X Q! to )-( OG 十 1:0b1 0 
1 0 b; b>» 1.0 十 0.20 1.as 二 0.D32 
(a a) 
i | Uo | 


为 了 把 矩阵 的 第 二 行 加 到 第 一 行 上 去 或 者 把 第 二 行 乘 以 标量 ¢, 从 
须 对 矩阵 前 面 的 单位 矩阵 因子 做 同样 的 运 芭 : 


( 1 1 \ Ql 0 )-( Qi 十 如 1 te 
0 1 ， bi b, b b» 
( 1 0 人 Qi »)-( a, me 
0 “ b! bb, cb ecb, 
对 m x% 矩阵 的 情形 , 类 似 的 结果 也 成 立 , 用 来 表示 这 些 初等 行 运 
算 的 左 乘 因子 称 为 初等 矩阵 . 
定义 对 稚 X 久 单位 矩阵 了 做 一 次 初等 行 运算 所 得 到 的 矩阵 
玉 称 为 m Xm 初等 矩阵 ， 


于 是 有 三 类 初等 矩阵 , 它们 的 样本 是 
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1 0 0 0 1 0 0 0 ‘10 9 1 

0 00 1 0 1 0 0 d 1 0 0 
) 。《50) 

0 0 1 0 0 0 3 0 0 0 1 0 

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 

Ho T+ 2, I+ak,, 


一 般 , 设 1 表示 mxm 单位 矩阵 了 的 第 * 行 ,那么 把 I 工 中 的 第 i 行 
与 第 7 行 互 换 , 得 到 初等 置换 矩阵 女 二 (h,;), 它 的 各 行 豆 , 是 
H,=I1;, H;=I1;, Hi=1, (ki, )). (51) 
类 似 地 , 工 的 第 * 行 和 对 上 一 个 非 霉 标量 ce, 得 到 和 矩阵 肛 , 它 的 各 行 
届 ;, 是 
| M,=celI,(cA0), MM,=I,(FAF2). “(52) 
如 有 果 丈 3 如 前 所 述 , 是 一 个 只 在 第 i; 行 第 7 列 上 有 一 个 元 素 1, 其 他 
所 有 元 素 都 为 0 的 和 矩阵, 那么 矩阵 如 可 以 写成 全 =I+(c 一 1) 了 B,. 
最 后 ， 把 了 的 第 1 行 乘 上 d 后 加 到 第 7 行 上 去 ， 得 到 初 答 矩阵 
=T+dB;, 它 的 各 行 Fi 是 
F;=1;+adl;,, FF,=I1,(£@+)). (53) 
定理 13 对 mx% 和 矩 阵 和 4 所 做 的 每 种 初等 行 运算 ,相当 于 对 
矩 阵 和 4 左 于 一 个 相应 的 mMmXMm 初等 矩 阵 殖 . 
通过 直接 计算 乘积 有 4, 我 们 可 以 容易 地 得 到 定理 的 证 明 ， 例 
如， 游 虑 把 4 的 第 4 行 加 到 4 的 第 ;7 行 上 去 的 初等 行 运算 ， 相 应 
的 初等 入 阵 也 的 各 行 Fi 由 (53) 给 出 , 乘积 fF4 的 每 一 行 总 是 由 第 
一 个 因子 的 各 行 按 公式 (37) 求 出 , 所 以 
(FA);=F;A=(T,+1) A=I.A4+1;,A= (71A) ,+ (1A);, 
(FA),=F,A=I,.A= (14), (十 力 ， 
这 些 方程 表明 ，E4 的 各 行 是 把 14= 4 的 第 i 行 加 到 第 了 行 上 得 
到 的 . 换 句 话说 , 这 里 所 讨论 的 初等 行 运算 把 4 变 为 了 4， 正如 定 
理 13 所 断言 的 。 
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推论 1 每 个 初等 矩阵 召 是 非 奇 异 的 . 

证 明 如 是 从 了 通过 某 些 行 运算 得 到 的 .这 些 运算 的 反 运算 
对 应 着 某 个 初等 矩阵 B*， 并 把 召 变 回 到 I， 根据 定理 13， 它 把 媚 
变 为 B* 轧 所 以 B* 思 =7, 因而 吾 有 左 逆 矩阵 B*, 所 以 是 非 奇异 的 . 

推论 2 如 果 两 个 mxn 算 了 泗 4 和 B 是 行 等 价 的 ， 那 么 B= 
PA, 这 里 局 是 非 奇 异 和 矩阵 . 

这 因为 , 根据 定理 13 有 , B=B,B,-1…,4， 其 中 每 个 ;都 是 
初等 矩阵 , 所 以 也是 非 奇 异 的 ， 

初等 行 运算 和 用 初等 矩阵 左 乘 这 两 种 运算 之 间 的 等 价 性 对 高 
斯 消去 法 给 出 另 一 个 有 用 的 解释 ， 在 通常 情况 下 ， 最 后 在 主 对 角 
线 上 没有 出 现 零 , 在 这 种 情况 下 , 一 方面 系数 矩阵 4 被 化 成 上 三 角 
形 和 矩阵 避 (这 是 显然 的 ), 另 一 方面 , 因为 从 后 面 的 行 减 去 第 i 行 的 
倍数 的 运算 相当 于 用 一 个 下 三 角形 矩阵 五 , 左 乘 , 所 以 我 们 有 


U=L,L,1…LA=L4, sz 一， 


这 里 上 上 =,Ls-1… 荆 是 下 三 角形 人 矩阵、 因此 4X=B 等 价 于 UX = 
LB, 这 里 U0U=L4.， 因此 我 们 可 以 写成 4=L iU, 这 里 二- 也 是 下 
三 角形 征 阵 而 U 是 上 三 角形 矩阵 , 这 称 为 4 的 “LDU 分 解 ”. 
和 矩阵 的 逆 可 以 用 初等 矩阵 来 计算 . 设 4 是 任意 非 奇 异 方 阵 , 根 
据 $7.6 定 理 9 的 推论 3, 可 以 通过 初等 行 运算 把 4 化 为 单位 矩阵 
7. 因此 根据 定理 13, 对 适当 的 初等 矩阵 吾 :， …, 思 ,, 我 们 有 
EB,1%EA=I. 
这 个 方程 的 两 边 都 右 乘 47!, 那么 有 
BE,"%Bl=A-. (54) 
罕 式 左边 的 矩阵 是 这 列 初 等 运算 如,，…，B, 作用 到 单位 矩阵 了 上 
而 得 到 的 结果 ， 这 就 证 明了 
定理 14 如果 一 个 方 阵 44 通 过 一 系列 行 运算 化 为 单位 矩阵 
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7， 那么 把 这 同一 系列 行 运算 作用 到 单位 矩阵 了 上， 就 给 出 矩阵 4 
的 逆 和 矩阵， 

这 是 求 逆 算 阵 的 一 个 有 效 方 法 , 给 定 任意 年 阵 4, 通过 有 限 次 
有 理 运算 或 者 得 出 4 的 逆 和 矩阵 , 或 者 化 成 一 个 等 价 的 奇异 矩阵 . 后 
一 种 情况 4 没有 逆 ， 对 于 大 于 3x 3 的 矩阵 4, 这 种 方法 比 起 用 行 
列 式 理论 求 逆 4-!( 参 看 第 十 章 ) 更 为 有 效 . 

附带 说 一 下 ， 任 意 非 奇异 矩阵 已 是 另 一 非 奇异 矩阵 的 逆 
(P-0-5 因此, 象 (54) 中 表示 的 那样 , P 可 写成 初等 矩阵 的 乘积 . 
这 同 定理 13 的 推论 1 结合 起 来 得 出 下 面 结果 . 

定理 15 方 阵 已 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 可 以 表示 成 初等 矩 
阵 的 来 积 

尸 一 玉 及 万)， (55) 

推论 1 两 个 nxn 矩阵 4 和 玉 是 行 等 价 的 当 且 仅 当 妃 = 忆 4， 
其 中 已 是 某 一 非 奇 异 矩 阵 、 

因为 B 与 4 行 等 价 当 且 仅 当 B=B,B。_1…B14 其 中 书 ，…, 国 。 
都 是 初等 矩阵 (定理 13)， 再 根据 定理 15, 这 相当 于 B=P4, 其 中 
P 是 非 奇 异 的 . 

定理 15 在 二 维 情 形 下 有 简单 的 几何 解释 ，2x 2 初等 失 阵 只 
有 下 面 几 种 


0 1 ¢ 0 1 0 
| ) M, -( ) =( 》 
1 0 0 1 0 5c 
p -人 1 0 ) n -人 1 二 
2 ad ] » 21 一 0 1 . 


相对 应 的 线性 变换 , 如 8 8.1 中 给 出 的 那样 , 是 

Hl，。 是 对 于 过 原 后 ,与 z 轴 成 45 角 的 直线 的 平面 反射 
Mi(c>>0) ”是 平行 于 7% 轴 或 y 轴 的 压缩 (或 伸 长 ). 
对,(C<0) 是 光 压 缩 ( 或 仲 长 ), 然后 再 对 于 zz 轴 或 y 轴 进 行 
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反射 . 
了 ;是 平行 于 某 一 轴 的 切 变 换 ， 
这 就 得 到 
推论 2 平面 上 任意 非 奇 异 齐 次 线性 变换 可 以 表示 成 切 变 


” 换 、 一 维 压 缩 ( 或 伸 长 ) 及 反射 的 乘积 . 


这 一 基本 的 几何 结论 是 通过 符 阵 进行 代数 论证 而 得 到 的 ， 对 
于 三 维 或 高 维 空间 可 以 得 出 类 似 的 结果 . 

矩阵 的 初等 行 运算 只 包含 已 知 域内 的 运 第， 如 果 和 矩阵 4 的 
元 素 都 是 有 理 数 , 而 所 考虑 的 域 是 实数 域 , 那么 初等 运 算 可 以 同 只 
包含 有 理 数 的 域 一 样 进行 ， 在 这 两 个 域 中 ， 我 们 得 到 相同 的 梯形 
和 矩阵, 因此 线性 无 关 的 行 的 个 数 相同 . 

定理 16 如 果 域 尺 上 的 矩阵 4 的 所 有 元 素 都 属于 一 个 比拟 小 
的 域 下 ,那么 4 相对 于 域 玉 的 秩 同 和 相对 于 域 FP' 的 秩 一 样 

行 的 等 价 运算 恰好 可 用 来 解 联 立 线 性 方程 组 ($ 2.3 和 
$ 7.5)，、 为 了 描述 它们 之 间 的 联系 ， 我 们 考虑 % 个 未知数 x1，… 
zn 的 m 个 方程 


Fat;= 0b. ($=1, “Ns 7) 二 1， 9 n). 
J 


未 知 数 的 全 体系 数 构成 2 多 名 矩阵 4 一 (Qi 让 )， 而 常数 项 bj, ,0b 


构成 列 矢 量 B". 方程 组 可 以 写成 矩阵 形式 为 AX 二 B', 其 中 天 "是 


未 知 数 的 列 和 拓 量 (是 行 矢量 对 = (x1,，…, zx) 的 转 置 )， 常 数列 矢量 
B' 可 以 添加 到 已 知 系数 矩阵 4 中 构成 mx (rn 十 1) 和 矩阵 (4 B'), 这 
就 是 称 做 已 知 方程 组 的 增 广 矩阵 ， 对 增 广 托 阵 的 行进 行 的 运算 ， 
对 应 于 把 已 知 方程 组 化 为 等 价 方程 组 的 运算 , 所 以 , 如 果 两 个 方程 
组 4 和 "一 万 和 A*" 二 B*" 的 增 广 矩阵 是 行 等 价 的 , 那么 这 两 个 方 


程 组 有 相同 的 解 六 
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局 题 
1， 对 $8.3 习 题 9(a) 中 列 出 的 矩阵 , 求 出 它们 的 行 等 价 梯形 和 矩阵 ， 
2，(a) 列 出 所 有 可 能 的 3x3 初等 矩阵 . 
(b) 画图 表示 每 个 形 如 (51) ~~(53) 的 wwX%w 初 等 给 阵 . 
3， 分 别 求 出 正文 中 列 出 的 4Xx4 初等 矩阵 如 ;s, 了 十 28,3，T 十 dBzi 的 逆 . 
4， 通 过 对 定理 15 下 面 的 五 个 矩阵 直接 进行 计算 ， 证 明 2x2 乞 阵 情 形 
下 的 定理 13. 
5， 求 出 矩阵 


1] 0 3 0 1 2 
: 4 0 :ja 
1 3 0 1] 2 0 


6， 把 下 列 各 年 阵 表 示 成 初等 矩阵 的 乘积 : 


(a) ( ) Cb) (: 7) 
2 1/ 3 一 5/ 
(C) 习题 5 的 第 一 个 矩阵 , 
7， 把 变换 =2x 一 5gy, 六 = 一 3% 十 Y 表示 成 切 变换 ,一 - 维 压 缩 及 反射 的 
乘积 . 
*8。 对 三 维 空 间 叙 述 并 证 明 与 定理 15 的 推论 2 相 类 似 的 命题 ， 用 $7.5 
习题 3 改进 你 的 结果 ， 
9. 证 明 : 任意 2X2 非 奇 异 矩 阵 可 以 表示 成 矩阵 


(i, )) (, ”mn( « | ) (ec 六 0 为 任意 标量 ) 
1 oF \o 1 NO 1/ 抽 


的 乘积 这 个 结果 的 几何 意义 是 什么 ? / 

10， 证明: 矩阵 乘积 的 秩 决 不 能 超过 它 的 因子 中 任何 一 个 的 秩 . 

11， 证 明 : 线性 方程 组 AX"= Br 有 解 当 且 仅 当 矩阵 4 的 秩 等 于 增 
广 矩 阵 (4 8B") 的 秩 . 

12、 设 非 齐 次 线性 方程 组 4Xr= Br 的 特 解 为 X"==X5， 证 明 :该 方程 组 
的 每 一 个 解 X" 可 以 表示 成 Xr= 和 5 十 Zn 其 中 了 " 是 齐 次 线性 方程 组 AY"= 
0 的 解 ， 反 之 亦 然 

13， 证 明 : 如 果 系 数 在 域 王 中 的 线性 方程 组 在 下 中 没有 解 ， 那 么 它 在 任 
意 比 大 的 域 中 也 没有 解 
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$8.9 等 价 与 标准 型 

类 似 于 初等 行 运算 的 运算 也 可 以 作用 到 怎 阵 的 列 上 上， 于 是 作 
用 到 m xz 矩阵 4 上 的 初等 列 运算 是 指 和 下面 运算 中 的 任何 一 种 : 
(i)4 的 任意 两 列 互 换 ; (i 任 意 一 列 乘 以 一 个 非 堆 标量 ; (ia 某 一 
列 的 任意 倍数 加 到 邦 一 列 上 . 

如 果 用 转 置 抢 阵 4" 代替 算 阵 4, 可 以 把 初等 列 运算 变 成 初等 

行 运算 , 反之 亦 然 ， 特 别 是 , 4 可 以 通过 一 系列 初等 列 运算 变换 成 

B 当 晶 仅 当 4' 可 以 通过 一 系列 初等 行 运算 变 澳 成 B'. 根据 定理 15 
的 推论 1， 这 就 意味 看 B= 二 P4' 或 者 B= (B)'= (PA)"==4P'= 
AQ8, 其 中 必 = 六 是非 奇异 怎 阵 ， 反 过 来 , B= 4@, 这 里 非 奇 寞 矩阵 
只 使 得 召 与 4 列 等 从 .因此 ， 列 运算 作用 到 和 钝 阵 上 等 价 于 用 非 否 
异 怎 阵 右 乘 这 个 和 矩阵 . 同 每 个 初等 列 运算 相对 应 的 右 乘 因子 , 可 以 
通过 把 这 个 官 等 列 运算 作用 到 单位 怎 阵 上 来 求 出 ， 差 不 多 积 定理 
13 一 样 . 

初等 列 运算 与 初等 行 运算 可 以 一 起 使 用 ， 我 们 可 以 定义 两 个 
m xn 年 阵 4 和 妃 等 价 当 且 仅 当 4 通过 一 系列 彻 等 行 运算 和 初等 
列 运算 变换 成 B, 于 是 我 们 得 到 下 面 结 采 . 

定理 17 两 个 mxn 和 矩阵 A 与 BB 等 价 当 且 仅 当 对 适当 的 mX 
m 非 奇 异 和 矩阵 呈 和 nxn 非 奇 异 算 除 人 @, 有 B= 二 PAQ. 

联合 使 用 初等 行 运算 和 女 寺 列 运 算 ， 我 们 可 以 把 矩阵 化 成 非 
常 简 单 的 标准 型 ( 见 $ 9. 5).， : 

定理 18 任意 各 x% 矩阵 4 等 价 于 一 个 对 角 矩 阵 D， 其 中 对 
角 线 元 素 ( 是 指 元 素 的 行 标 和 列 标 相 同 ) 或 者 是 0 或 者 是 1， 并 且 
在 对 角 线 上 所 有 的 工 在 所 有 的 0 前 面 . 

显然 , 如 条 7 是 DD 中 非 短 元 系 的 个 数 , 当然 ,7 委 和 ,7 委 2 那么 
D==D; 可 以 表示 成 分 块 矩 阵 为 
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o-( ) 0 
On-ryr Om-rn-r 1/ 
其 中 天 是 xy 单位 惩 阵 , 0;,; 表示 i xy7 堆 年 阵 . 
通过 对 4 的 行 煞 吧 使 用 归纳 法 ， 来 证 明 这 个 定理 ， 如 深 4 的 
所 有 元 泰 都 是 零 ， 那 就 无 须 证 明 。 才 不 然 , 通过 行 置 换 与 列 置换 ， 
我 们 可 以 把 某 个 非 零 元 素 6c 移 到 a 的 位 置 .然后 第 一 行 乘 上 c-，， 
au 位置 的 元 素 就 化 为 1， 册 分别 把 第 一 行 乘 上 适当 的 倍数 加 到 
其 他 各 行 中 ， 可 以 把 第 一 列 的 其 他 元 素 部 化 为 零 ， 用 同样 的 方法 
可 以 把 第 一 行 的 其 他 元 系 化 为 零 ， 于 是 矩阵 和 4 就 化 为 下 面 形式 的 
等 价 矩 阵 : 
p=( ») C 是 Gm 一 1) x 一 二 和 矩阵， . (57) 
OC 
再 根据 对 和 矩阵 C 做 的 归纳 法 假定 , 就 让 明了 这 个 定理 . 
定理 19 等 价 和 矩阵 具有 相同 的 秩 . 
证 明 我 们 已 经 知道 ($7,5 定理 7?7), 行 等 价 算 阵 具有 相同 的 
行 空 间 ， 因 而 共有 相同 的 秩 ， 因 此 我 们 只 须 证 明 列 等 价 矩 阵 4 和 
B= 二 4Q (8 是非 奇异 矩阵 ) 具 有 相同 的 秩 ， 再 有 , 根据 定理 11, 如 果 
4 和 B 具 有 相同 的 零度, 则 上 述 结论 正确 , 当 4 和 B 有 相同 的 零 空 
同时 , 它们 一 定 上 其 有 相同 的 零度 .事实 上 ， 由 X40 显然 可 推出 
XB= 印 4Q=08=0; 反 过 来 ， 由 XB=0 可 推出 XX4=X409-1!= 
XB9 一 08" 二 0, 这 就 是 说 , 列 等 价 矩 阵 具 有 相同 的 零 空 同 ， 
推论 1 一 个 mxn 和 矩阵 和 4 同 一 个 且 只 同一 个 形 为 (56) 的 对 
角 和 矩 阵 等 价 ; 4 的 秩 7 由 对 和 角 线 上 的 1 的 个 数 ? 了 来 确定 . 
推论 必 等 价 矩 阵 具 有 相同 的 列 秩 ， 
证 明 生 阵 4 的 列 秩 (4 的 线性 无 关 列 矢量 的 最 大 个 数 ) 等 于 
4 的 转 置 矩阵 4 的 行 秩 . 但 是 4 和 B 的 等 价 性 推出 4 和 Br: 的 
等 价 性 ， 根 据 定理 19，4" 和 B"' 具有 相同 的 秩 ， 所 以 4 和 B 具 有 
。23 了 。 


相同 的 列 秩 . 

标准 型 (56) 中 年 阵 的 秩 同 列 秩 一 样 ; 根据 等 价 性 ， 秩 是 不 变 
有 的, 所 以 我 们 于 出 

推论 3 矩阵 的 ( 行 ) 秩 总 等 于 它 的 列 秩 , 

推论 4 两 个 砚 X 色 给 阵 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 有 具有 相同 
的 铁 . 

如 果 两 个 矩阵 等 价 ， 则 它们 具有 相同 的 秩 ( 定 理 19); 如 果 两 
个 年 阵 有 相同 的 秩 , 则 两 个 矩阵 都 等 价 于 同一 个 标准 型 D( 推 论 1)， 
因此 它们 彼此 等 价 ， 

推论 9 28x7 和 矩阵 4 是非 奇异 的 当 且 仅 当 它 与 单位 矩阵 了 等 
丛 . 

这 是 因为 , 由 推论 4 4 等 价 于 工 当 且 仅 当 4 的 秩 等 于 交 再 由 
定理 12，4 的 秩 等 于 % 当 且 仅 当 4 是 非 奇 异 的 ， 故 推论 5 得 证 ， 


习 是 
1. 通过 计算 下 列 和 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 验 证 定理 19 的 推论 3: 
(a) $7.6 习题 1 中 的 和 矩阵, z 
(56) 8$7.6 习题 7(&a) 和 7(b) 中 的 年 阵 ， 
2. 对 37.6 习题 2 的 每 个 矩阵 , 求 出 等 价 的 对 角 和 矩阵 
3， 对 $7.6 习题 7 的 年 阵 , 求 出 等 价 的 对 角 和 矩阵 . 
4. 设 有 是 和 m 维 矢量 空间 了 到 郊 维 矢量 空间 现 的 线性 变换 ， 证 明 : 在 
和 他 中 这 当地 选取 基底 ， 使 得 卫 的 方程 取 成 形式 护 =00 = 和)， 纺 一 0 
(= 了 7 十 1，…，%)， 
5. 《3a) 证 明 : 任意 初 涩 矩阵 的 转 置 还 是 初等 矩阵 ， 
(b) 用 (a) 证 明 : 非 奇 异 矩 阵 的 转 置 还 是 非 奇 异 矩 阵 . 
“6， 证明 : 如 果 %wX% 给 了 泗 4 和 8B 的 秩 分 别 为 7 和 s, 那么 48B 的 秩 不 少 
于 (7 十 8) 一 %，( 提 示 : 利用 4 的 标准 型 .) 
*7。(a) 证 明 零 度 的 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 定律 : 乘积 4B 的 零度 决 不 
超过 这 网 个 因子 的 零度 之 和 , 并 且 决 不 少 于 4 的 零 魔 ， 如 果 4 是 方 阵 , 则 4B 
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的 零度 至 少 等 于 B 的 零度 . 
(b) 给 出 例子 说 明 乘 积 4 五 的 零度 可 以 达到 上 述 两 种 界限 情况 . 
8. 证 明 : 对 角 线 元 素 全 不 为 零 的 任意 %Xxn 非 奇异 矩阵 PP 可 以 写成 
P=TU", 其 中 工 和 如 都 是 三 角形 矩阵. 
9， 证 明 : 一 个 各 X% 矩阵 4 的 悉 至 多 是 工 当 且 仅 当 它 可 以 表示 成 乘积 
4=BC, 其 中 B 是 mX1 和 矩阵 ,CO 是 IIX82 惩 阵 . 
10. 证 明 : 任意 秩 为 ?的 矩阵 等 于 ?个 秩 为 1 的 矩阵 之 和 . 

*11。， 设 一 系列 初等 行 运算 瑟 ,，…, 吾 ; 适当 交叉 一 系列 初等 列 运 算 而， … 
8', 把 矩阵 4 化 为 I 证 明 : 4-!=QP, 这 里 了 = 羽 … 画 ，@= 环 … 尿 是 通 
”过 对 单位 矩阵 了 进行 一 系列 相同 的 初等 运算 而 得 到 的 矩阵 ， 

12. 证明: 象 定理 18 那样 , 如 果 PAQ@=D, 那么 联 立 线性 方程 组 4X"= 
B"'(§ 8.8)， 可 以 通过 求解 方程 DY"=PBr， 然 后 再 计算 "=Q7Y"， 米 求 
解 区. 


* $8.10 双 线 性 函数 与 张 量 积 


现在 设 了 和 琴 是 同一 域 上 的 任意 两 个 矢量 空间 .如 有 果 两 个 变 
量 5S€V 和 nnE 的 函数 了 (8, 站 在 了 中 取 值 ,满足 对 所 有 é&,& EV 和 


所 有 ”EW 有 | 
f(aé +bé,n)=af(é,n) +of 6, (58) 
和 fl(é,cntan )=cf(é,n +aflé,n), (58 ) 


那么 称 族 E, 从 是 双 线 性 函数 . 重复 在 证 明 § 7.12 定理 23 时 用 过 
的 论证 方法 , 我 们 容 多 得 到 下 面 的 结 采 . 

定理 20 如 果 下 和 全 分 别 具 有 有 限 基 底 Bi,…*,， Pm 和 ?1 
Yny 那么 变量 为 6 二 zi 十 十 Wmpm 和 7 二 V1 十 … 十 YnPn 的 双 线 
性 函数 具有 形式 


f (6, 7) = > > wiiY;, Gi = 了 (Pp.,, yi). (59) 


i=1 j=1 

注意 ，(59) 式 的 两 个 方程 描述 了 域 了 上 的 年 阵 4= (a;;y) 和 双 
线性 函数 fF”xF"> 了 之 间 的 可 逆 立 数 4Pf 和 PA4， 这 里 
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PP”"xF" 是 $1,11 中 定义 的 "和 了 8X" 的 负 卡 儿 积 , 因此 (59) 表示 

上 述 双 射 能 够 推广 ， 我 们 可 以 定义 一 个 双 比 性 函数 用 GE，777 
它 的 变量 & 和 7 分 别 在 矢量 空间 了 和 殉 中 ， 函 数值 取 在 第 三 个 舌 
量 空间 UU 中 (VU, 了 和 斌 是 同一 个 域 了 上 的 舌 量 空间 )， 也 就 是 说 ， 
这 样 的 函数 有 :VFxW>U， 当 它 满 足 (58) 和 (58 ) 时 ， 就 称 为 是 
双 线 性 的 . 

存在 很 多 这 种 国 数 ， 例 如 ， 肛 ” 中 两 个 矢量 的 外 积 所 x7 是 一 
个 双 线 性 函数 , 其 中 取 U= 了 = 太一 Rs， 同样 , 如 果 我 们 设 U 二 V== 
证 二, 是 域 了 上 所 有 xn 矩阵 组 成 的 和 拓 量 空间 , 那么 , 如 定理 3 
和 定理 5 所 述 ,“ 和 矩阵 乘积 ” 孙 数 p(4, B) 二 4B 是 从 MM x 有 HY, 到 AM， 
的 双 线 性 函数 . 

前 和 面 定理 20 的 结论 对 于 前 面 说 的 更 一 般 的 情 癌 也 是 成 立 的 ， 
其 证 明 类 似 . 

定理 21 设 玉 上 的 矢量 空间 区 和 了 分 分 别 具 有 有 限 基底 有 ，…， 
9。 和 ?37 那么 ,有 上 第 三 个 矢量 空间 芝 中 的 任意 Mm% 个 关 
量 0 确定 一 个 双 线 性 函数 天 :下 xx 你- 局 它 由 公式 

(5 太一 ogg (60) 

给 出 ， 其 中 EEF，1E 全 而且， 任意 双 线 性 函数 大 太 x 作 >D 都 
可 表示 成 (60) 的 形式 ， 其 中 0 一 站 (Do pj;)， 所 以 Hh 是 从 所 有 
m xn 矩阵 百 = (0 (EU) 的 集合 到 双 线 性 函数 大友 X 卫 -> 了 的 
集合 的 一 个 双 射 . 

这 个 定理 有 瞳 示 给 我 们 一 种 得 到 标准 的 或 最 一 般 的 XW 上 
双 线 性 函数 的 的 方法 , 这 里 符号 的 通常 写 在 自 变 量 中 间 , 如 5 的 7 = 
C9 (5, 站， 这 个 函数 在 一 个 新 的 天 量 空 间 中 取 值 , 这 个 空间 记 作 
VEOW， 事实 上 , 我 们 来 构 起 这 个 空间 , 使 它 有 一 组 基底 , 由 mn 个 
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矢量 i;(i 二 1,…, m; j= 二 1,…, %) 组 成 ， 这 些 os; 是 加 作用 到 六 和 
的 基 矢 量 上 而 取 的 值 , 即 wj= BY;， 这 就 意味 着 函数 人 @ 可 以 
定义 为 

(viBit trimbm) WV + Ya n) 


一 pa (61) 


同 (60) 式 一 祥 , 这 里 只 是 用 wj 代替 (60) 中 的 90;;， 然 而 , 这 个 新 空 
则 VOW 最 好 是 用 一 个 不 依赖 于 VY 和 多 的 基底 的 选择 的 固有 性 
质 来 朱 述 。 如 下 所 述 . 

定理 22 对 于 域 玉 上 任意 给 定 的 有 限 维 矢量 空间 下 和 人 本 ， 存 
在 入 量 空间 VOOWW 和 双 线 性 函数 

CQO:V x W—>VCOW 
具有 如 下 性 质 ， 对 于 丸 上 任意 矢量 空间 辽 的 住 意 双 线性 函数 
h:VxW—>0U 可 以 通过 的 :Vx 镀 VOOWW 表示 成 
h(é,n) = (ENT, EEV, n€EW, 
其 中 了 是 唯一 的 线性 函数 T:VOW->U. 

证 明 ”我 们 首先 按 上 面 方法 构造 色 ， 然 后 象 (60) 那样 ， 可 以 
通过 mn 个 矢量 4; 二 h(B;, Yj) 来 表示 任意 双 线 性 冰 数 有 现在 由 
(60) 和 (61) 两 趟 的 平行 关系 5| 导 出 一 个 线性 变换 T;:VEW UV, 当 
把 它 看 作 把 VOW 的 每 个 基 拓 量 cj 变 到 乙 中 的 0;; 的 变换 时 ，7?9 
是 唯一 确定 的 .那么 公式 (60) 变 成 

h(E,D= Dy (GT) =( > > ys0)T 
. = (ENT, 
满足 定理 要 求 。 另 一 方面 , 如 果 对 某 个 线性 变换 2 :VE 到 一 UV, 有 
h(E, 7) 二 (56097)T ,那么 有 / 
QT 一 (DO 了 =0;, i=1,., Mm; j=1,",%N, 
于 是 全 一 定 是 上 面 用 过 的 了， 因此 了 是 唯一 的 , 如 定理 所 述 . 
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例 设 V=F",WW=F", 设 180 和 ?0 …， Pr 分别 是 空 
间 了 和 到 的 标准 单位 矢量 21,…，em 和 81,，…，en， 那么 VOW = 
Fm 可 以 是 由 所 有 m x% 矩阵 (qi;;) 组 成 的 空间 , 而 的 把 每 个 (&, 77) 
EV x 到 映射 到 秩 为 1 的 矩阵 (xi9;) = (Qi;)， 每 个 双 线 性 尔 数 
0: 六 xx 全 ->U 由 mm 个 矢量 09(e;，e') 王 hb; 来 确定 ， 那 么 图 数 0 显 
然 是 四 和 线性 函数 ?2:T@ 酚 ~ 的 合成 QZ， 的 象 上 面 那 样 足 义 ， 
T 用 公式 [(aiy)] T= Zaihi; 来 定义 , 这 因为 对 所 有 stV, mEW, 有 
(EM T= Sri Yih 


泛 性 斥 (Universality ) 这 个 定理 可 用 图 表示 如 下 


Vx yow 


T 


图 中 顶 上 一 行 是 “标准 ? 双 线 性 函数 约 ， 底 下 一 行 是 任意 双 线 性 网 
数 hh 这 个 定理 表明 ,总 是 恰好 存在 一 个 线性 变换 T， 使 得 图 按照 
T= 及 画 出 ”, 即使 得 h(E,7) = 二 (En)T。， 由 于 这 个 原因 ,多 称 为 
泛 双 线性 函数 ,而 其 他 任何 双 线 性 水 数 h 可 以 由 它 得 到 

特别 是 ， 如 果 我 们 构造 另 一 个 任意 的 标准 双 线 性 函数 9 ， 也 
具有 同样 的 “ 泛 性 质 ?一 一 比方 说 ， 使 用 下 和 本 的 不 同 基底 一 一 我 
们 将 有 图 表示 如 下 : 


名 
VO'W 
满足 T= 的 ' 和 的 'T' = 的， 这 就 意味 着 TT' = 的 =61 其 中 
I 是 恒 等 变换 ， 根 据 定理 ， 这 又 意味 着 TT' =T 类 似 地 有 了 全 了 = 
J 所 以 了 下 是 可 道 变换， 它 的 道 是 下 ， 因 此 了 是 一 个 同 构 了 的 至 大 
VW W. 
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其 有 泛 性 质 的 空间 YW 称 为 至 间 斑 和 到 的 张 量 积 ， 上 段 
叙述 的 结论 表明 ， 这 “ 泛 性 质 ” 唯 一 地 (在 同 构 意义 下 ) 确 定 这 个 空 
间 ， 例 如 , 我 们 不 从 基底 Bi,…, Bm 和 71,…, Ys 玉 构 阁 YO, 而 
是 从 下 和 环 的 另外 不 同 的 基底 来 构 疙 , 得 到 一 个 同 构 空间 VOW 


就 这 一 点 而 言 ， 这 张 量 积 空间 VOW 可 以 不 用 任意 基底 《对 于 无 


穷 维 空间 六 和 WW 用 无 穷 多 个 基 矢 量 ) 而 用 其 他 方法 来 构 志 , 它 总 让 
具有 相同 的 “ 泛 性 质 ”"， 我们 特别 用 它 的 基底 Picoy 来 爸 道 , 就 会 
看 到 , 它 的 维 数 是 
dim(VOW) = dimy x dimW. 
男 外 ， 当 给 定 一 个 空间 六 和 它 的 对 偶 空 间 VV， 我们 可 以 构造 各 种 
张 量 积 : 
FT,FTGQFQF,…,FGQT+, TCF，… 
在 微分 几何 和 相对 论 中 用 到 这 些 张 量 空间 . 


导 题 

1， 证明， 由 (59) 定 义 的 映射 f*4 是 矢量 空间 的 一 个 同 构 , 它 是 从 六 X 
W 上 所 有 双 线 性 函数 的 空间 到 上 所 有 txX% 矩阵 的 空间 的 同 构 . 

2。 证明， 公式 g(z) =a(z)p'(z) 定 义 了 一 个 双 线 性 函数 $(a, Pp) = 
它 是 从 所 有 实 多 项 式 的 空间 做 成 的 第 卡 儿 积 R[z] XREz] 到 BR[z] 的 一 个 双 
线性 函数 ， 

3 证明， 函数 p(4, B) = 4B 是 从 VXW 到 器 的 双 线性 函数 , 这 里 下 是 
上 所 有 m xr 矩阵 的 空间 ， 玉 是 FF 上 所 有 ?r+Xn 录 了 泗 的 空间 , 0U 是 什么 

空间 ? 
”在 习题 4 和 习题 5 中 , 设 U,V, 玉 是 上 任意 入 量 空间 . 

4。 建立 下 面 的 自然 同 构 : 

To 下 全 了， VOOW WV, 
UO TAOW) EVA OW. 

5.， 证 明和 集合 Hom (VC@W, 路 =Hom(V, Hom (WW, 中). (Hom(S, 

2 的 定义 见 8.2 末尾 , ) 
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6， 在 VW 中 每 个 拓 量 是 元 素 S697 的 和 .， 证明 : 存在 不 能 表示 成 单 
个 元 素 £7 的 矢量 . (提示 : 取 V=F?=W.) 

7， 纹 X 儿 和 皇 阵 4 和 和 X2 和 矩阵 如 的 到 罗 内 克 尔 积 4@B 是 一 个 矩阵 C， 
它 的 元 素 为 cpy 二 0izbjt， 这 里 jp 和 g 是 按 适 当 次 序 排列 的 数 对 (4，J) 和 (b， 
.ALB 同 Fe 再 上 什么 样 的 线性 变换 自然 对 应 ? 


+ 8 8.11 元 数 


对 于 方 阵 成 立 的 代数 定律 可 应 用 到 其 他 代数 系统 中 ， 例 如 哈 
密 顿 四 元 数 , 这 些 四 元 数组 成 实数 域 上 的 四 维 矢量 空间 , 它 的 基底 
由 四 个 特殊 的 矢量 构成 ， 它 们 分 别 记 作 1, 方 皮 四 元 数 的 代数 
运算 就 是 通常 的 两 种 矢量 运算 ( 舌 量 加 法 和 数 乘 运 算 )， 再 加 上 四 

定义 ”四 元 数 是 矢量 一 2o 十 18 十 Za 十 Zal 其 中 系数 0o0 Wi 
Xz, Ys 为 实数 ， 四 元 数 1,%， J),K 中 任意 两 个 的 磁 积 定义 如 下 : 首先 
要 求 把 1 当 作 单位 元 素 , 其 他 按照 下 表 

i2 一 疡 一 12 一 一 1 
1)=— ji=k, Ik=—Ekj=i, ki=—ik=. (62) 
如 果 c 和 4 是 任意 标量 , 而 71m 是 1 57 大 中 任意 两 个 ,那么 乘 
积 (cl) (dm) 定 义 为 (cd) (lm)， 这 些 法 则 连同 分 配 律 一 起 就 确定 
了 任意 两 个 四 元 数 的 乘积 . 

例如 , 如 果 z= 二 z%0o 十 X12 十 227 十 Xsk 和 二 Yo 十 Y12 十 927 十 Yk 是 

任意 两 个 四 元 数 , 那么 它们 的 乘积 是 
XY— Noyo— TN Wad WY3 

二 (woyi 二 Twiy0+ YY — Yay) 

十 (zZ0yz 十 Za2g0 十 2Z3sgi 一 Z1gs) 7 

十 (2Zogs 十 Zasgo 十 ZIg2 — ty) Fk. (63) 
虽然 四 元 数 乘法 不 满足 交换 律 ， 但 是 它们 满足 关于 域 的 其 他 每 个 
公设 .具有 上 述 性 质 的 数 系 称 为 体 ( 或 可 除 坏 ). 
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定义 满足 下 列 条 件 的 元 素 系 统 已 称 为 体 ， 它 在 单 值 二 元 运 
算 --- 一 加 法 和 来 法 之 下 是 封闭 的 , 并且 
(i) 在 加 法 之 下 ,及 是 含有 单位 元 素 0 的 交换 群 ; 
(1) 在 乘法 之 下 , 全体 不 为 0 的 元 素 构 成 群 ; 
(iii) 两 种 分 配 律 都 成 立 
a(b+ce)=abtac 和 {a+b)c=actobc. 

从 这 些 公设 容易 导出 法 则 ac0=0c=0, 因而 导出 含有 因子 0 的 
乘法 结合 律 . 由 些 推出 , 任意 可 交换 的 体 是 一 个 域 ， 我 们 还 看 到 ， 
在 体 上 与 8$ 8.1~8 8.7 的 结果 相 类 似 的 结果 也 成 立 ， 只 要 我 们 注 
意 一 下 出 现 标量 因子 的 那 一 边 ， 例 如 ， 对 于 矢量 上 与 标量 。 的 乘 
积 c&， 我 们 把 标量 6c 写 在 左边 ， 而 在 定义 变换 人 和 标量 c 的 乘积 
时 ($ 8.2), 我 们 把 标量 写 在 右边 (Tce)==(c6)T, 同样 , 箔 阵 与 标 
景 相 乘 时 ， 我 们 把 标量 写 在 右边 ， 于 是 体 忆 上 左 矢量 空间 的 线性 
变换 了 TT 组 成 的 空间 是 有 R 上 的 右 矢量 空间 ， 

定理 23 全 体 四 元 数 构成 一 个 体 . 

每 个 公设 的 证 明 , 除了 乘法 逆 的 存在 性 (根据 8 6.4 定理 3 它 
可 推出 消去 律 ) 和 乘法 结合 律 以 外 , 都 是 显然 的 ， 为 了 证 明 每 个 非 
零 四 元 数 X=wo 十 X12 十 X29 十 Xak 有 地 ， 我 们 让 丸 和 的 共 斩 数 2* 二 
Xo—X1i 一 X27 一 Xak， 那 么 容易 看 出 , 用 入 (4%) 二 zx* 定义 的 之 的 范 
数 是 一 个 实数 , 它 满 足 

No)=208+ 一 02+0 一 21 十 21 二 2 十 2030， 当 Im 尖 0， (64) 


因此 z 的 道 是 


利用 复数 很 容易 完成 结合 律 的 证 明 ， 诚然 ， 从 (64) 式 容易 看 

出 , 7X2 二 zs 二 0 的 全 体 四 元 数 7= 二 No 十 T1412 构成 一 个 与 复数 域 同 构 的 
子 系统 ， 此 外 ,有 

z= (x0+ wt) (zz vd) j= 120), (65) 
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其 中 5 和 zz 的 性 质 很 稼 普通 的 复数 . 实际 上 , (62) 的 所 有 运算 法 
则 包含 在 展开 式 (65) 及 结合 律 、 分 配 律 和 法 则 
21)=jJzf,， 7 二 一 1 (66) 
中 ， 式 中 zf 二 7X0 一 X11l 是 31 一 00 十 02007 的 复 共 斩 (并 且 是 四 元 数 共 
氟 ! )， 诚然 , 两 个 形 为 (65) 的 四 元 数 的 乘积 是 
(31 十 2427) (Wi 十 WW2)) = 211 一 321W2*) 十 (21%02 十 22001*) 7 
用 这 个 公式 , 我 们 可 以 很 容易 地 验证 结合 律 . 
每 个 四 元 数 z 满 足 一 个 以 x 和 z* 为 根 的 实 系 数 二 次 方程 
f(t) 二 0， 这 个 方程 是 
f(t)=—7) tr) = (r+r*) twin* 
=t:—2x0t + N(x). 
z 任意 四 元 数 z 二 zo 十 xz1i 十 x2j 十 Xak 可 以 分 解 它 的 实数 部 分 x0 
和 它 的 “ 纯 四 元 数 " 部 分 z12 十 X27 十 X38。 它们 有 各 种 有 趣 的 性 质 
(参看 习题 2(0), 习题 15), 最 稀奇 的 一 个 性 质 是 关于 纯 四 元 数 & = 
Tit 十 oj 十 tak 和 二 41 十 9 十 zak 的 乘法 ， 根 据 定义 ,有 
n=é x7—(é,7), (67) 
起 中 6 xn 二 (X293 一 X392)2 十 (Yay1 一 X193)j 十 (X192 一 X29Y1)k 是 通常 
的 5 和 7 的 外 积 ( 即 矢量 积 )， (&, 7) 三 Zi 十 zaga 十 zsgs 是 第 七 章 中 
定义 过 的 内 积 ， 就 是 由 于 这 个 恒等式 (67)， 从 1850 年 到 1900 年 
这 半 个 世纪 里 ， 很 多 近代 三 维 矢量 空间 分 析 都 用 四 元 数 的 语言 
表达 . 
1944 年 艾 兰 但 格 (Eilenberg) 和 尼 文 (Niven) 证 明了 , 任何 四 
元 数 系数 多 项 式 方程 f(x) 二 go 十 ai1w 十 … 十 Qnz" 一 0( 其 中 a, 才 0， 
?二 0) 具有 一 个 四 元 数 解 . 


寺 题 
1， 分 别 对 下 列 两 种 情况 解 方程 zc = 
s 300% 


(a) c 一 ?2，Q= 工 十 7 
(b) c=2+j,d=3+k. 
2. (a) 证 明 : 22:= 一 1 有 无 穷 多 个 四 元 数 解 x. 
(b) 说 明 这 同 § 3.2 关于 多 项 式 根 数 的 定理 3 的 推论 为 什么 不 
矛盾 . 
(c) 证 明 : 实 四 元 数 是 其 平方 后 为 正 实 数 的 那些 四 元 数 ， 而 纯 四 元 
数 是 其 平方 后 为 负 实 数 的 那些 四 元 数 . 证 明 : 满足 条 件 x: 二 0 的 四 元 数组 
成 的 集合 在 加 法 和 减法 之 下 是 封 闲 的 . 
(d) 证 明 : 如 果 4 不 是 实数 , 那么 x:=g 恰 有 两 个 四 元 数 解 ， 
3. 设 4=1+i 十 j,5=1 十 j 十 k， 
(a) 求 atb,ab,a—b, i4—20b, 0*, qaa*. 
(b) 解 方程 sz 一 pz 一 DZ 一 D,DZ 十 (27 十 8) = 4， 
4， 从 (62) 式 寻 出 乘法 表 (66). 
5.，(a) 证 明 : 2 的 函数 W (CC) =XX* 是 如 十 XY 十 %2 十 23 ， 
(b) 证 明 : x2*9* = (yx). 
6. 证 明 : 在 非 老 四 元 数组 成 的 弱 法 群 中 ， 它 的 中 心 确实 由 全 体 非 零 实 
四 元 数组 成 ， 
7， 证明: 当 4 站 0 时 ,四 元 数 方程 za=2 的 解 是 唯一 确定 的 . 
8 证明: 如 采 四 元 数 > 满足 含有 实 系 数 ae 和 po 的 二 次 方程 x? 十 Gow 十 
bo 二 0, 那么 每 个 四 元 数 9-179(4 寺 0) 满 足 相 同 的 二 次 方程 . 
9 证明: 四 元 数 乘法 满足 结合 律 。 (提示: 用 (65) 和 (66) 二 式 .) 
10， 在 四 元 数 代数 中 证 明 : 元 素 土 1, 土 4, 土 J, 士 构成 一 个 乘法 群 ，( 这 
个 群 可 以 直接 定义 , 它 称 为 四 元 数 群 , ) 
11. (a) 列举 四 元 数 群 (习题 10) 的 全 体 子 群 ， 并 证 明 它 们 都 是 正规 
子 群 . 
(b) 证 明 ， 四 元 数 群 与 正方 形 对 称 群 不 同 构 ， z 
12. (a) 证 明 : 全 体 具 有 有 理 系 数 x; 的 四 元 数 X=z 十 Xi 十 Xj 十 Xk 构 
成 一 个 体 . 
(b) 证 明 : 对 于 具有 复 系数 的 四 元 数 , 情况 不 是 这 样 。 (注意 : 不 要 
把 V 一 16C 与 四 元 数 单位 i 混同 起 来 . ) : 
13. 证 明 ， 在 体 中 , 加 法 交换 律 可 从 其 他 公设 推出 ，( 提 示 : 按 两 种 不 同 
的 方式 展开 (4 十 6) (1 十 1).) 
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14， 如 果 把 所 解释 为 a5-!， 那 么 你 能 够 证 明 $ 2. 1 定理 2 的 多 少 个 条 件 


在 一 般 体 中 成 立 ? 

15。 证明: 两 个 矢量 的 外 积 不 满足 结合 律 . 

16， 证 明 : 如 果 a 和 6 两 个 整数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 , 那么 乘积 qb 也 
是 四 个 整数 的 平方 和 . (提示 : 用 习题 5.) 

17.， 从 训 = 了 = 如 二 198 二 一 1, 推导 (62) 的 所 有 运算 法 划 ， 

i18， 对 于 以 四 元 数 为 元 素 的 矩阵 , 公式 (4B)7= Br4r 成 立 吗 ? 
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数学 


矩阵 (B,C 等 也 是 ) 

转 置 惩 阵 

复数 域 

整 环 

系数 在 DD 中 的 x 的 多 项 
式 形式 

系数 在 DD 中 的 x 的 多 项 
式 涡 数 

n 维 欧 儿 里 得 空间 

特殊 矩阵，(? 7) 位 置 的 
元 素 为 1， 其 他 位 置 
为 零 

群 的 单位 元 素 

域 

下 上 %- 数组 组 成 的 子 
空间 

系数 在 五 中 的 zx 的 多 项 
式 形 式 

系数 在 中 的 x 的 有 理 
形式 

群 

最 大 下 界 

wV 一 1; 四 元 数 单位 

恒 等 变换 或 单位 矩阵 

四 元 数 单位 


侍 号 表 

1.u.b， 最 小 上 界 

0 零 佐 阵 

P 素 理想 ; 非 奇 异 矩 阵 
Pp,49 ” 正 系 数 

Q(D) ” 整 环 DD 的 商 域 
_Q 有理数 域 

Rh 环 

R 实数 域 

D 集合 ; 子 群 ; 子 空间 
IS 集合 仿 的 补 

ST 子 空间 的 正 交 补 
7 线性 变换 

T, 用 算 阵 4 给 出 的 线性 变 

换 

V,W 矢量 空间 

V* 对 偶 矢 量 空间 

X 和 天 量 或 行 算 阵 

2 共 轿 复数 

Z 整数 环 或 整数 群 
ZZ 模 % 整数 环 

Z+ 正 整数 集合 

om 有 天 量 

(a, 6) 矢量 内 积 ( 点 积 ) 
xx 有 矢量 外 积 ( 矢 量 积 ) 
O01 列 多 内 殉 尔 符号 
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单位 矢量 

变换 ; 映射 ; 男 数 
乘积 

求 和 

矢量 

零 天 量 

空 集 

交 , 并 (集合 的 ) 
属于 ; 是 … 的 元 素 
包含 于 ; 是 … 的 子 集合 | |al 
小 于 ; 真 包含 在 … 中 (Qij) 
不 等 号 alb 
正 交 于 ; 垂直 于 (a, D) 
缴 量 积 [a,b | 
直 积 


3 S- 
» 由 


ES 
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下 和 

二 元 运算 

元 素 的 映 入 

集合 的 映 入 

无 限 ; 无穷 大 

相伴 

同 余 

矩阵 4 的 行列 式 ， 也 记 
作 det4 

绝对 值 

矩阵 

a 整除 5b 

吉大 公 因 子 (g.c. d.) 

最 小 公 倍 数 (],c. m.2 


一 一 对 应 
一 一 变换 

一 般 分 配 律 
一 般 交换 律 
一 般 结合 律 


二 元 关系 
二 元 运算 
二 次 的 

二 次 方程 
二 项 公式 
二 项 系数 
二 面体 群 
二 难 推 论 


二 分 律 
三 次 方程 
三 次 方程 的 三 角 解 法 


三 次 判别 式 

三 角形 不 等 式 
三 角形 和 从 阵 

三 重 和 

子 空间 

子 空间 的 交 

子 空间 的 直 和 


One-one correspondences 
one-one transformation 
general distributive Jaw 
general commutative law 


general assoclative law 
二 村 

binary relation 

binary operation 

quadratic 

quadratic equation 

binomial formula 

binomial coefficients 


dihedral group 


dilemma 
三 瑞 


law of trichotomy 


cubic equation 


trigonometric solution of 


equation 

discriminant of cubic 
triangle inequality 
triangular matrix 

triple sum 

subspace 

intersection of subspace 


direct sum of subspaces 


下 


37 
151 
14 
15 
15 


38 

37 
140 
6,140 
16 

16 
168 
110 


Li 
- PT be 


子 空间 的 线性 和 


子 空间 的 象 
子 环 
子 ( 低 ) 阵 
子 域 

子 集 

子 群 

子 群 的 交 
子 群 的 并 
子 群 的 指数 
子 整 环 

上 和 弄 

下 者 


方程 
方程 的 根 
无 限 小 数 
无 理 数 
不 可 约 元 素 
不 可 约 多 项 式 
不 变 子 群 
不 等 式 

团 变 换 
互 素 

内 自 同 构 
内 积 
长 方 矩阵 
分 支 数 

分 块 相 乘 
分 配 律 
分 类 ， 分 划 
分 圆 方程 
分 圆 多 项 式 
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linear Sum of subspaces 
image of subspace 
subring 

submatrix 

subfield 

Subset 

subgroup 

intersection of subgroups 
Join of subgroups 
index of subgroup 
subdomain 

upper bounds 


lower bounds 


E 
图 


equations 

roots of equations 
unlimited decimals 
lrrational number 
irreducible element 
irreducible polynomial 
invariant subgroup 
inequality 

shear transformation 
relatively prime 
inner automorphism 
inner product 
rectangular matrix 
winding number 
block muiltiplication 
distributive law 
partition 

cyclotomic equation 


cyclotomic polynomial 


205 


13,115 
13,115 


5 
90,118,132 
113 


10 
254, 288 
90, 93 


273 
2, 158, 203 
194 
133 
102 


分 割 

公设 

反 自 同 构 

反射 

厄 尔 朗 根 纲领 
双 射 
双边 一 般 分 配 律 
双 线 性 
双 线 性 函数 


主 理想 

归纳 假设 
辫 律 

正 元 素 
正方 形 
正方 形 对 称 群 
正 交 舌 量 

正 ( 交 ) 投 影 


正规 子 群 (不 变 子 群 ) 


正 数 
正 整数 
正 整 数 公设 
正 整 指数 
平行 子 空间 
平行 四 边 形 法 则 
左 分 配 律 

左 单位 元 素 
左 逆 元 素 
左 陪 集 
右 分 配 律 
右 拓 元 素 

右 障 集 、 
本 原 多 项 式 


cut 

postulates 

anti-automorphism 

reflection 

Erlanger program 

bjlection 

two-sided general distributive law 
bilinearity 


bilinear function 


五 画 


principal ideal 
induction assumption 
mysterious law 
Dositive element 
square 

group of square 
orthogonal vector 
orthogonal projection 
normal subgroup 
positive number 
positive integers 
positive integers postulates 
positive integral exponent 
parallel subspace 
parallelogram law 
left distributive law 
left identity element 
left inverse 

left coset 

right distributive law 
right inverse 

right coset 


primitive polynomial 


147, 253 
156 

37 

15 

233 

293 


151, 159 
173 
98 
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本 原单 位 根 
可 约 多 项 式 
可 逆 算 阵 

可 除 的 

可 除 性 

可 逆 元 素 
未 定 元 “ 
加 法 
加 法 逆 元 素 
对 合 反 自 同 构 
对 角 和 矩阵 
对 称 
对 称 多 项 式 
对 称 多 项 式 基本 定理 


对 称 性 
对 称 律 

对 称 群 

对 侦 空间 
对 侦 原 理 
对 侦 基 
四 群 
四 元 数 

四 元 数 群 
四 次 方程 
矢量 (向 量 ) 
矢量 的 坐标 
矢量 的 维 数 
矢量 的 长 
矢量 加 法 
矢量 间 夹 角 
矢量 积 
矢量 方程 
矢量 空间 
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primitive root of unity 
reducible polynomial 
invertible matrix 
divisibie 

divisibility 

invertible 

indeterminate 

addition 


additive inverse 


involutory anti-automorphism 


diagonal matrix 
symmetric 

symimetric polynomiai 
fundamental theorem on 
polynomiails 
symmetry 

symmetric law 
symmetric group 
dual space 

duality principle 
dual basis 

four group 
quaternions 
quaternion group 
quartic equation 
Vector 

coordinates of vector 
dimension of vector 
length of vector 
vector addition 

angle between vectors 
vector product 
Vector equation 


Vector space 


182 


147, 156 
3,38, 233 
154, 182 


246 
249 
247 


174, 179 


298 
301 
i43 


198 
227 


199, 210 
233, 236 


200 
237 
300 
221 
202 


矢量 空间 的 维 数 
矢量 空间 的 基 
矢量 空间 的 同 构 
外 自 同 构 

外 积 

外 延性 公理 
代数 独立 的 
代数 系统 

代数 基本 定理 
代 换 性 质 
皮 亚 诺 公设 


交换 环 
交换 环 的 同 构 
交换 律 
交换 群 
交错 群 

关系 

次 

齐 次 线性 方程 
有 序 域 

有 序 整 环 

有 序 整 环 公议 
有 限 维 的 

有 理 式 

有 理 数 

有 理 尔 数 
扩张 

共 罗 子 董 

共 思 四 元 数 
共 圈 矢量 空间 
共 蜀 复数 

负 元 素 


dimension of vector space 199, 210 
basis of vector space 209, 227 
isomorphism of vector Space 227, 280 
outer automorphism 187 
outer product 300 
axiom extensionality 36 
algebraically independent 83 
algebraic system 3 
fundamental theorem of algebra 134 
substitution property 28, 38, 195 
Peano postulates 65 
入 面 
commutative ring 1,7, 33, 78 
isomorphism of commutative tings 39 
commutative law 2 
commutative group 158 
alternating group 181 
relation .90,38, 193 
degree : 70,74 
homogeneous linear equations 57, 223, 256 
ordered field 58, 112 
ordered domain 10, 115 
postulates for an ordered domain 9,10 
finite dimensional 209 
rational form 72 
rational number . 48 
rational function 76 
extension 50 
conjugate subgroup 193 
conjugate quaternions 299 
conjugate Vector Space 246 
coniugate complex numbers 138 
negative element 10 
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列 

列 矢量 
列 运算 
列 秩 
列 等 价 

行 

行 空间 
行 秩 
行 矩 阵 
行 等 价 

行 简化 
行 简化 矩阵 
行列 式 
同一 律 
同 余 ( 的 ) 
司祭 式 
同 余 关系 


同 余 自 反 律 
同 构 
同 坊 
同 态 的 核 
因子 ， 除 数 
后 继 函 数 
阶 

阶乘 函数 
合成 
自 反 津 
自 同 构 

自 共 析 子 群 
多 一 对 应 
多 项 式 
多 项 式 次 数 
多 项 式 容 度 
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column 

column vector 
column operation 
Column rank 


column equivalent 


TOW 
fOW Space 
row rank 


IOW matrix 

row equivalent 

row reduced 
row-reduced matrix 
determinant 

identity law 

congruent 

congrIuence 

congruence relation 
relation of congruence 
reflexive law for congruence 
isomorphism 
homomorphism 

kernel of homomorphism 
dlvisor 

Successor function 

order 

factorial function 
composite 

reflexive law 
automorphism 
self-conjugate subgroup 
many-one correspondences 
polynomial 

degree of polynomial 


content of polynomial 


290 

271 

290 

282 
290 

212 

212 

282 

271 
213, 218, 286 
215 

215 

54 

151, 159 
27 

28, 48 
193 

27 

28 


150 

3, 38 
40, 275 
187 

37 

69 

70 

99 


多 项 式 形式 


多 项 式 的 唯一 因子 分 解 
多 项 式 的 欧 几 里 得 算法 


多 项 式 函 数 
传递 关系 
传递 律 


毕 达 哥 拉 斯 二 难 推论 


并 立 未 定 元 


完备 的 有 序 域 
恨 序 原则 
序 - 同 构 

补 子 空间 
判别 式 

甸 等 行 运 算 
初等 列 运算 
急 等 对 称 多 项 式 
切 等 矩阵 
记性 质 

运算 
运算 下 的 封闭 性 
运算 下 闭 的 
运算 微 积 
余数 

余数 定理 
坐标 

体 ( 可 除 环 ) 
阿 贝 耳 群 

阿 基 米 德 性 质 
阿 基 米 德 定律 
到 多 内 克 尔 积 
张 成 (生成 ) 
张 最 积 


polynomial] form 70 
unique factorization of polynomials 94 
Fuclidean algorithm for polynomials 93 
polynomial function 73 
transitive relation 164 
transitive law 3, 10, 28, 38 
Pythagorean dilemma 110 
simultaneous indeterminate 83 
七 函 
complete ordered field 115 
well~ordering principle 12 
order-isomorphism 67 
complementary subspaces 231 
discriminant 139 
elementary row operation 212 
elementary column operation 290 
elementary symmetric polynomial 182 
elementary matrix 284 
universality 296 
operation 37 
closure under an operation 1 
closed under an operation 21 
operational calculus 264 
remainder 20, 85 
remainder theorem 85 
coordinate 227 
division ring 299 
Abelian group 158 
Archimedean property 116 
Archimedean law 115 
Kronecker product 298 
span 204 
tensor product 293, 297 
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八 本 
变换 式 transf orm 
变换 transf ormation 
变换 的 道 inverse of a transformation 
变换 的 积 product of transformation 
变换 式 的 集合 set of transforms 
变换 的 取 和 值 域 codomain of transformation 
变换 群 group of transformations 
单位 unit 
单位 元 素 unity, identity element 
单位 矢量 unit vector 
单位 根 roots of unity 
单位 矩阵 identity matrix 
单项 矩阵 monomial matrix 
单身 injection 
空 集 empty set 
定义 关系 defining relation 
定义 域 domain 
实数 real number 
实数 公设 postulates for real numbers 
实数 系 real number system 
范 数 ( 模 ) norm 
环 的 同 态 homomorphism of a ring 
直 和 direct sum 
直 积 direct product 


奇异 年 阵 ( 降 秩 卸 阵 ) ‘singular matrix 


苛 置 换 ( 奇 排列 ) odd permutation 

隶 ' 莫 弗 公 式 De Moivre formulas 
欧 几 里 得 矢量 空间 Euclidean vector space 
欧 几 里 得 群 Euclidean group 

欧 几 里 得 算法 ( 驾 转 相 除法 ) Euclidean algorithm 

凯 莱 定理 Cayley’s theorem 

构 间 性 证 明 constructive proof 
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抽象 代数 
抽象 群 
取 值 域 
函数 


线性 的 
线性 方程 
线性 内 插 靶 
线性 无 关 性 
线性 相关 性 
线性 变换 
线性 组 合 
线性 图 数 
韭 空 子 集 
非 空 集 ( 合 ) 


非 奇 导线 性 变换 
韭 奇异 算 阵 
非 零 元 素 
非 零 因 子 


恒 等 
恒 等 变换 

全 等 函数 
首 一 多 项 式 
首 项 

首 项 系数 

差 

度量 性 质 

施 瓦 兹 不 等 式 


interpolation formula 


Lapgrange 

abstract alpgebra 
abstract group 
codomain 

function 

equality of functions 
sum 

linear 


linear equations 
linear interpolation 
linear independence 
linear dependence 
linear transformation 
linear combination 


linear function 
nonempty subset 
nonvold set 
nonempty collection 
nonsingular linear transformation 
nonsingular matrix 

nonzero element 


nonzero factor 
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identity 
identity transformation 
identity function 
monic polynomial 
leading term 
leading coefficient 
difference 

metriec property 


Schwarz inequality 
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41 
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1, 202 
53 

53, 214 
120 
207 
207 
253, 281 
22, 204 
244 

12 

21 
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275 
277, 286 
7 
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相似 变换 
标准 正 交 基 
标准 型 
标量 ( 纯 量 .数量 ) 
标量 乘法 

标 ( 数 ) 量 矩阵 
标准 投影 
相等 律 

指数 

指数 律 

选择 公理 
除 靶 算式 
复合 数 

复数 

复 平面 
绝对 值 
结合 律 

矩阵 
矩阵 的 逆 
矩阵 的 积 
矩阵 的 秩 
矩阵 的 转 置 
矩阵 的 乘法 
矩阵 标准 型 


高 斯 引 理 
高 斯 消去 法 
高 斯 整 环 
部 分 分 式 
被 加 数 
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inverse 
inverse law 


associate 


.Similarity transformation 


normal orthogonal basis 
canonical form 
scalar 

scalar multiplication 
scalar matrix 
canonical projection 
laws for equality 
exponents 

laws of exponents 
axiom of choice 
division algorithm 
composite number 
complex number 
complex plane 
absolute value 
assoclative law 
matrix 

inverse of a matrix 
product of matrices 
rank of matrix 


transpose of matrix 


multiplication of matrices 


canonical form for matrices 
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Gauss lemma 
Gauss elimination 
Gaussian domain 
partial fraction 


summand 
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87 
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219, 290 
198 
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268 

243 

3, 28 

15 

15 
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19, 84 
25 
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130 

11 

2 

212, 251 
268, 2175 
260, 262 
217, 281 
256, 270 
260 
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98 
54, 212 
97 
104 
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根 式 解 

换 位 子 ， 
格拉 姬 - 施 密 特 方法 
倍数 

陪 集 

陪 集 的 积 

积 

乘法 


商 

商 空 间 

商 域 
商 群 (因子 群 ) 


旋转 
理想 

梯形 矩阵 

唯一 性 

唯一 因子 分 解 
唯一 因子 分 解 整 环 
虚数 

虚 分 量 


recursive formula 14 
elimination 55 
cancellation 1aw 5.6 
successive approximation 114 
prime 19 
prime factor 19 
prime factorization 19 
prime integer . 19 
proper subgroup 169 
radicals 143 
solution by radicals 143 
multiplicity of roots 137 
comImutatorf 193 
Gram-Sschmidt process 239 
multiple 18 
COSet 173, 243 
product of cosets 191 
product 1 
multiplication 3, 260 
十 一 务 

quotient 19, 43 
quotient space” 243 
field of quotients 49, 50 
factor group 

quotient group | 190 
rotation 147, 251 
ideal 92 
echelon matrix 215, 216 
uniqueness 1 
Unique factorization 25, 92 
unique factorization domain 97 
imaginary number 127 
imaginary component 127 
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偶数 
偶 置 换 ( 偶 排 列 ) 
减法 
中 离 


等 价 
等 价 关系 
等 价 关 系 的 自 反 律 


等 中 
联 立 同 余 式 

联 立 线性 方程 组 
超 平面 

剩余 类 

循环 

循环 小 数 

循环 关系 

循环 置换 
循环 群 


基 等 元 素 

最 大 下 界 (g.1b. ) 
芭 大 元 素 

最 大 公 因 子 (g.c.d. ) 
最 小 上 界 (]. u,b, )) 
最 小 元 素 


最 小 公 倍 数 (1.c,.m. ) 
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repeated sum 
Cartesian product 
field 

even integer 
even permutation 
subtraction 


distance 


十 二 画 
equivalence 
equivalence relation 
reflexive law for equivalence 
relations 
isometry 
simultaneous congruences 
simultaneous linear equations 
hyperplane 
residue class 
cycle 
repeating decimal 
clrcular relation 
cyclic permutation 
cyclic group 
image 
Set 
pOower 
idempotent element 
greatest lower bound 
greatest element 
greatest common divisor 
least upper bound 
smallest member 
minimum element 


least common multiple 
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224 
34, 195 
177 
113 

39 
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165 
37, 281 
35 

15 


满 秩 怎 阵 

满 射 

数学 系统 

数学 归纳 法 

数学 归纳 法 原理 
数学 归纳 法 第 二 原理 
数 系 

数 乘 积 


置换 (排列 ) 
置换 群 
置换 矩阵 
群 
群 元 素 的 阶 
群 元 素 的 医 
群 中 共 醒 
群 的 中 心 
群 的 生成 元 
群 的 目 同 构 . 
群 的 同 构 
群 的 同 态 
洗 的 阶 
群 的 消去 律 
群 的 抽 格 朗 日 定理 
群 乘 法 表 


十 三 末 


nonsingular matrix 268, 277, 287 
surjection 37 
mathematical system 1 
finite induction 14 
principle of finite in duction 14 
second principle of finite induction 16 
system of numbers 1 


scalar multiples 

scalar product 

Zéero 

null vector, Zero vyector 
annihilator 

divisor of zero 

null space 

zero matrix 

nullity 

permutation 

permutation group 
permutation matrix 

group 

order of a group element 
power of a group eement 
conjugate in a group 
center of a group 
generates of a group 
automorphism of a group 
isomorphism of a group 
homomorphism of a group 
Order of a group 
cancellation law for groups 
Lagrange theorem for groups 


multiplication table of group 
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简化 梯形 矩阵 
辐 角 
解 空间 


稳定 型 方程 
算术 基本 定理 
模 

异 w 整数 


增 广 矩阵 


整数 

整 环 

整数 唯一 因子 
分 解 定理 


吉 念 金 分 割 
载 孙 金 分 割 公理 
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reduced echelon matrix 
arguiment 


solution Space 
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equation of stable type 


fundamental theorem of arithmetic 


modulo 


integers modulo 
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augmented maitrix 
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integer 
integral domain, domain 
unique factorization theorem for 


integers 
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Dedekind cut 
Dedekind ce¢cut axiom 
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